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RÉSUMÉ. This paper is devoted to the study of some cohérent sheaves on non reduced curves 
that can be locally embedded in smooth surfaces. If Y is such a curve and n is its multiplic- 
ity, then there is a filtration Ci = C C C2 C ■ • • C C n — Y such that C is the reduced curve 
associated to Y, and for every P G C, if z 6 Oy,p is an équation of C then (z l ) is the idéal 
of Ci in Oy.p. A cohérent sheaf on Y is called torsion free if it does not have any non zéro 
subsheaf with finite support. We prove that torsion free sheaves are refiexive. We study then 
the quasi locally free sheaves, i.e. sheaves which are locally isomorphic to direct sums of the 
We define an invariant for thèse sheaves, the complète type, and prove the irreducibility 
of the set of sheaves of given complète type. We study the generic quasi locally free sheaves, 
with applications to the moduli spaces of stable sheaves on Y. 
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1. Introduction 

Une courbe multiple primitive est une variété algébrique complexe de Cohen- Macaulay pouvant 
localement être plongée dans une surface lisse, et dont la sous-variété réduite associée est une 
courbe lisse. Les courbes projectives multiples primitives ont été définies et étudiées pour la 
première fois par C. Bânicâ et O. Forster dans pp. Leur classification a été faite dans [2] pour 
les courbes doubles, et dans [8] dans le cas général. 

L'article [7j donne les premières propriétés des faisceaux cohérents et de leurs variétés de mod- 
ules sur les courbes multiples primitives. Cette étude est poursuivie ici. En particulier la 
plupart des résultats de [7] concernant les faisceaux sur les courbes doubles sont généralisés ici 
en multiplicité quelconque. 

Les faisceaux semi-stables sur des variétés non lisses ont déjà été étudiés : 
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- sur des courbes réduites dans [25], [3], [1]. 

- sur des variétés non réduites semblables à celles qui sont considérées ici dansfTT]. 

- sur une variété ayant deux composantes irréductibles qui se coupent dans [T%] . 

On peut espérer en trouver des applications concernant les fibrés vectoriels ou leurs variétés de 
modules sur les courbes lisses (cf. [TT], [2E], [22]) en faisant dégénérer des courbes lisses vers 
une courbe multiple primitive. Le problème de la dégénération des courbes lisses en courbes 
primitives doubles est évoqué dans [T3] . 

Les faisceaux cohérents sur les courbes non réduites apparaissent aussi lorsqu'on veut étudier les 
faisceaux de dimension 1 sur les surfaces, lesquels interviennent notamment dans la conjecture 
de "dualité étrange" de J. Le Potier (cf. [5j). Les faisceaux sur des courbes non réduites 
apparaissent (cf. [20], [21j) comme limites de fibrés vectoriels sur des courbes lisses. Leur rôle 
est sans doute encore plus important si on cherche à obtenir d'autres variétés de modules fins 
de faisceaux de dimension 1 que les classiques variétés de modules de faisceaux semi-stables (cf. 

m- 



1.1. Faisceaux sans torsion 

Soit Y une courbe multiple primitive. Un faisceau cohérent sur Y est dit sans torsion s'il n'a 
pas de sous-faisceau non nul de support fini. Les faisceaux semi-stables sur Y non concentrés 
en un nombre fini de points sont des exemples de faisceaux sans torsion. On démontre en 14.2.21 
le 



Théorème A : Soit £ un faisceau cohérent sur Y. Alors les propriétés suivantes sont 
équivalentes: 

(i) S est réflexif. 

(ii) S est sans torsion. 

(iii) On a Ext x OY {E,Oy) = . 

Si les conditions précédentes sont réalisées on a de plus £xt l 0n (E, Oy) = pour tout i > 1. 



(les Ext en question sont les Ext globaux). Ce résultat avait été démontré pour les courbes 
doubles dans [TJ. Ceci implique en particulier qu'en dualisant une suite exacte de faisceaux sans 
torsion sur C n on obtient une suite exacte. Une autre application est le théorème de dualité de 
Serre sur Y, qui est vrai pour les faisceaux sans torsion : si E un faisceau cohérent sans torsion 
sur Y, alors on a des isomorphismes fonctoriels 

pour i = 0, 1. 
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1.2. Faisceaux quasi localement libres 

Soit Y une courbe multiple primitive de courbe réduite associée C projective et de multiplicité 
n. Soient Te le faisceau d'idéaux de C, et pour 1 < i < n, Ci le sous-schéma de Y défini par 
X l c . On a donc C n = Y et Ci est une courbe multiple primitive de multiplicité i. On note 
L = Tc/Tç , qui est un fibré en droites sur C. 

Si T est un faisceau cohérent sur Y on note Ti le noyau de la restriction T — > T\c v Les 
quotients G^J 7 ) = TijTi+\ , < i < n, sont des faisceaux sur C. Ils permettent de définir 
les rang généralisé et le degré généralisé de T : 

n— 1 n— 1 

R{F) = £rg(G<(^), Deg(^) = £deg(G^) 

(cf. m m) 

Un faisceau cohérent £ sur Y est dit quasi localement libre s'il est localement isomorphe à une 
somme directe du type 

n-1 

i=i 

La suite (mj, . . . ,m n _i) s'appelle le iype de S. D'après [7] pour que £ soit quasi localement 
libre il faut et il suffit que tous les Gi(£) soient localement libres sur C. La paire 

((rg(G (^)),...,rg(G n _i(£)) , (deg(G (£)), . . . , deg(G n ^(£ ))) 
s'appelle le type complet de S. 

1.2.1. Invariance du type complet par déformation - Soient m 1? . . . ,m n -i > des entiers, Y 
une variété algébrique intègre et T un faisceau cohérent sur Y x C n , plat sur Y. On suppose 
que pour tout point fermé y G Y ', T y est quasi localement libre de type (mi, . . . , m n _i). Soit 
Pc n : x C n -> C n la projection. On démontre en 16.1.51 le 

Théorème B : Pour tout point fermé (y, P) G Y x C n il existe un voisinage U de (y, P) tel 
que 

n-1 

T\ V ~ 0mi.Pcw(0o t V. 

j=0 



Il en découle que le noyau Ti de la restriction T ^ J~\YxCi est plat sur Y et que pour tout 
y G Y on a (^i) y = (^ r î/ )î- On en déduit aisément que le type complet de T y est indépendant 
de y G F. 



1.2.2. Irréductibilité - Soient X une variété algébrique, et y un ensemble de classes 
d'isomorphisme de faisceaux cohérents sur X. On dit que 3^ est irréductible si pour tous 
E , Ei G y il existe une variété irréductible Z, un faisceau cohérent £ sur Z x X plat sur Z, 
tel que pour tout point fermé z G Z on ait £ z G [V, et qu'il existe des points fermés z , Z\ G Z 
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tels que £ zo = E , £ Zl — E 1 . Il est bien connu par exemple que les fibres vectoriels de rang et 
degré donnés sur C constituent un ensemble irréductible. On démontre en l6.2.1l le 

Théorème C : Les faisceaux quasi localement libres sur C n de type complet donné constituent 
un ensemble irréductible. 



1.2.3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide - Un faisceau quasi localement libre 
est dit de type rigide s'il est localement libre, ou localement isomorphe à aOc n Q)Oc k , avec 
1 < k < n. On démontre en l6.3.1l la 

Proposition D : Soient Y une variété algébrique intègre et T une famille plate de faisceaux 
cohérents sur C n paramétrée par Y . Alors l'ensemble des points y G F tels que £ y soit quasi 
localement libre de type rigide est un ouvert de Y . 

Les faisceaux quasi localement libres de type rigide sont donc des faisceaux génériques. 

Soit £ un faisceau cohérent sur C n . Soit (£, S, sq, e) une déformation semi-universelle de £ 
(cf. [27], [9] 3.1), donc £ est une famille plate de faisceaux cohérents sur C n paramétrée par 
S, sq est un point fermé de S 1 et e : £ So ~ £ . Le morphisme de déformation infinitésimale de 
Ko daïra- Spencer 

u £, So :T s S — >Eid 1 0cn (£,£) 

est un isomorphisme. On pose 

D reg {£) = Ug so (T So {S reg )). 

Pour toute déformation de £ paramétrée par une variété réduite, le morphisme de déformation 
infinitésimale de Kodaïra-Spencer correspondant est à valeurs dans D reg (£). 

On dit que £ est lisse si S est lisse en s - Les faisceaux localement libres sont lisses mais ce 
n'est pas le cas en général des autres faisceaux faisceaux quasi localement libres de type rigide. 

On dit que £ est lisse pour les déformations réduites si S reg est lisse en s . 

On a une suite exacte canonique 

— ► H\£nd(£)) — ► Ext^ (£,£) — ► H^^xt 1 ^^^)) — ► 0. 

On démontre en 16.3.31 le 

Théorème E : Si £ est un faisceau quasi localement libre de type rigide générique, alors on a 
D reg {£) = H\£nd{£)). 

d'où on déduit le 
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Corollaire F : Si £ est un faisceau quasi localement libre de type rigide tel que dimç(£nd(£)) 
soit minimal, c'est à-dire soit tel que pour tout faisceau quasi localement libre T de même type 
complet que £ on ait dimc(£ nd^)) < dimc(£ nd(£ )), alors on a D reg (£) = H 1 (£nd(£)) , et 
£ est lisse pour les déformations réduites. 



1.2.4. Composantes des variétés de modules de faisceaux sans torsion stables - Soient R, d des 
entiers, avec R > 1. Soit A4(R, d) la variété de modules des faisceaux stables de rang généralisé 
R et de degré généralisé d sur C n (cf. [22], [23], [26]). On supposera que deg(L) < 0, car dans 
le cas contraire les seuls faisceaux sans torsion stables sur C n sont les fibrés vectoriels stables 
sur C. 

Soit £ un faisceau quasi localement libre de type rigide localement isomorphe à aO n © Ok ■ 
Posons 

E = £\c, F = G k (£)®L~ k , ô(£)=deg(F), e(£) = deg(E). 

On a 

R(£) =an + k, Deg(£) = ke{£) + (n - k)5{£) + (n(n - l)a + k(k - 1)) deg(L)/2 . 

D'après 11.2.31 les déformations de £ sont des faisceaux quasi localement libres de type rigide, 
et a(£), k(£), ô(£) et e(£) sont aussi invariants par déformation. 

Soient R = R(£), D = Deg(£), ô = ô(£), e = e(£). Les faisceaux quasi localement libres de type 
rigide stables T tels que a(T) = a, k(F) = k, ô^J 7 ) = ô, e(jF) = e constituent donc un ouvert 
de M(R, d), noté ftf(a, k, ô, e). 

Proposition G : La variété M {a, k, ô, e) est irréductible, et la sous-variété réduite sous-jacente 
J\f(a, k, ô, e) re d est lisse. Si cette variété est non vide, on a 

dim(Af(a,k,5,e)) = 1 - ~ ^ a 2 + k(n - l)a + k ^ k ~ ^ ) deg(L) + (g - l)(na 2 + k(2a + 1)) 

(g désignant le genre de C). Pour tout faisceau T de Af(a,k,ô,e) re d, l'espace tangent de 
Af(a,k,ô,e) re d en JF est canoniquement isomorphe à H 1 (£nd(J-')) . 

Les paramètres a, k, ô, e tels que J\f(a, k, S, e) soit non vide ne sont pas encore connus. Des 
exemples pour a — 1, k — 1 sur une courbe double sont donnés dans [7]. 



1.3. Questions 

1.3.1. Composantes irréductibles - Soit !C(R,D) l'ensemble des classes d'isomorphisme de fais- 
ceaux sans torsion de rang généralisé R et de degré généralisé D sur C n . Il serait intéressant 
de décomposer )C(R,D) en sous-ensembles irréductibles et de paramétrer ces "composantes". 
On a décrit dans le présent article celles qui contiennent des faisceaux quasi localement libres 
de type rigide. Mais pour certaines valeurs de R et D de telles composantes n'existent pas. 



6 



JEAN-MARC DRÉZET 



Supposons par exemple que R soit multiple de n : R — an. Si £ est quasi localement libre de 
type rigide et de rang généralisé R, alors £ est localement libre et on a 

Deg(£) = n.deg(£| C ) + ^^ adeg(L), 

Donc si D ^ n ( n - 1 ) a deg(L) (mod n) il n'existe pas de faisceau quasi localement libre de type 
rigide de rang R et de degré D. Les faisceaux génériques semblent être dans de cas des faisceaux 
localement isomorphes à aOc n sur un ouvert non vide de C n , mais avec un certain nombre de 
points singuliers. 



1.3.2. Conditions d'existence des faisceaux stables - Quels sont les entiers R, D tels qu'il existe 
un faisceau stable de rang R et de degré D sur C n ? On doit supposer que deg(L) < 0, sans quoi 
il n'existe aucun faisceau stable en dehors des fibrés vectoriels stables sur C . Autre question 
analogue : Quels sont les entiers R, D tels qu'il existe un faisceau simple de rang R et de degré 
D sur C n ? 



1.4. Plan des chapitres suivants 

Le chapitre 2 contient des résultats techniques utilisés dans les autres chapitres. 

Dans le chapitre 3 on rappelle en les approfondissant certaines propriétés des faisceaux cohérents 
sur les courbes multiples primitives. En particulier on étudie des méthodes de construction de 
faisceaux cohérents sur C n qui sont utilisées dans les chapitres suivants. Par exemple on donne 
la construction des faisceaux £ connaissant £\p et le noyau de £ — > £\q. Ces méthodes sont 
utilisées dans des démonstrations par récurrence sur la multiplicité n. 

Le chapitre 4 traite des faisceaux réflexifs. Les résultats les plus importants démontrés ici sont 
le théorème A et la dualité de Serre pour les faisceaux sans torsion. 

Le chapitre 5 contient un résulat technique indispensable aux démonstrations du chapitre 6 : 
si £ est un faisceau quasi localement libre, alors il existe un fibré vectoriel E sur C n et un 
morphisme surjectif E — > £ induisant un isomorphisme E|c — £\c- On en déduit l'existence 
de curieuses résolutions localement libres des faisceaux quasi localement libres (les résolutions 
périodiques), qui permettent de mettre en évidence une classe canonique 

\ e G Ext 2 OCn (£,£) 

associée à tout faisceau quasi localement libre £ sur C n , qui est nulle si et seulement si £ est 
localement libre. 



Le chapitre 6 contient les démonstrations de résultats énoncés en ll.21 
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2. Préliminaires 
2.1. définitions des courbes multiples primitives et notations 

Une courbe primitive est une variété Y de Cohen-Macaulay telle que la sous-variété réduite 
associée C = Y re( i soit une courbe lisse irréductible, et que tout point fermé de Y possède un 
voisinage pouvant être plongé dans une surface lisse. 

Soient P est un point fermé de Y, et U un voisinage de P pouvant être plongé dans une surface 
lisse S. Soit z un élément de l'idéal maximal de l'anneau local Os,p de S en P engendrant 
l'idéal de C dans cet anneau. Il existe alors un unique entier n, indépendant de P, tel que l'idéal 
de Y dans Os,p soit engendré par (z 11 ). Cet entier n s'appelle la multiplicité de Y. Si n = 2 
on dit que Y est une courbe double. D'après [S], théorème 5.2.1, l'anneau O n p est isomorphe à 
O CP ®(C[t}/(t n )). 

Soit Xq le faisceau d'idéaux de C dans Y. Alors le faisceau conormal de C, L = Xq /Xq est un 
fibré en droites sur C, dit associé à Y. Il existe une filtration canonique 

C = d c • • • C C n = Y , 

où au voisinage de chaque point P l'idéal de dans Os,p est (z 1 ). On notera 0, = Oc t pour 
1 < % < n. 

Le faisceau Xq est un fibré en droites sur C n -\. Il existe d'après [7], théorème 3.1.1, un fibré en 
droites L sur C n dont la restriction à C7 n _i est Xq. On a alors, pour tout faisceau de O n -modules 
S un morphisme canonique 

S ®L y £ 

qui en chaque point fermé P de C est la multiplication par z. 

Pour tout point fermé P de C, on notera Zp G O n p une équation de C et Xp G O n p un élément 
au dessus d'un générateur de l'idéal maximal de Oqp- S'il n'y a pas d'ambiguïté on notera z, 
x au lieu de Zp, xp respectivement. 

Soient X, Y, T des variétés algébriques. On note px, Py les projections X x Y X , 

x xY -> y. 

Si S est un faisceau cohérent sur Y x T et si / : X — > Y est un morphisme, on notera 
f*(£) = (/ x I T )*{8) . 



2.2. Fibré canonique 

Soit C n une courbe multiple primitive de multiplicité n de courbe réduite associée C. On 
suppose que C est projective, il en est donc de même de C n . Étant localement intersection 
complète, C n admet un faisceau dualisant ujc n i Qui es ^ un fibré en droites sur C n . On peut le 
définir à partir d'un plongement de C n dans une variété projective lisse X : 

u Cn ~ u x ® det(T/T 2 )*, 

X désignant le faisceau d'idéaux de C n dans X (on peut voir X/X 2 comme un fibré vectoriel de 
rang dim(X) — 1 sur C n ). 
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2.3. Les Ext de faisceaux définis sur des sous- variétés 

Soient X une variété projective et Y C X une sous- variété fermée. Si j : Y — > X est l'inclusion 
et F un faisceau cohérent sur F, on notera aussi souvent F le faisceau j*(F) sur X. 

2.3.1. Proposition : Soient E, F des faisceaux cohérents sur Y . 
1 - On a une suite exacte fonctorielle canonique 

— > Ext^(F, — > Ext^(F, E) — > Hom(Tor^(F, — Ext^(F, E). 

S - On a «ne siw'te exacte fonctorielle canonique 

— > £xt^ (F, E) — -> £a4 x (F, — > Hom(Tor^ x (F, O y ), E) — > (F, F). 

Démonstration. La première assertion est la proposition 2.2.1 de [7j, et la seconde se démontre 
de manière analogue. □ 



2.4. Extensions 

Soient X une variété algébrique et F, F des faisceaux cohérents sur X. Une extension de F par 
F est une suite exacte de faisceaux de Cx-modules — > F — > £ — > F — > . Il est bien connu 
que les classes d'isomorphisme d'extensions sont paramétrées par Ext^ (F, F). On a une suite 
exacte canonique 

H 1 (Hom(F, F)) Ext^ x (F, F) H^Sxt^F, F)) 0, 

d'après la suite spectrale des Ext (cf. [12], 7.3). Le morphisme p est facile à décrire : soient 
x E X, a G Exto x (F, F) et 0— > F ^ £ ^ F ^ l'extension associée. Alors p(a)(x) est 
l'élément de Extr x {F x , E x ) associé à la suite exacte — > E x — > £ x — > F x — > . Les extensions 
associées aux éléments de im(7r) sont donc celles qui sont triviales en chaque point de X. Pour 
les décrire plus précisément on va rappeler une construction explicite des extensions. 



2.4.1. Construction des extensions - Soit Ox(l) un fibré en droites très ample sur X. Si 
m 3> 0, il existe un entier k > et un morphisme surjectif 

f :O x (-m )®C k0 — F. 

Si m\ ^> il existe de même un entier k\ > et un morphisme surjectif 

/i:0x(-mi)<g>C*^ker(/ o ). 

On obtient en poursuivant ainsi une résolution localement libre de F : 

-F.-^-^Fo-^F, 



avec Fj = Ox{—iTii) <£> C hi . Soit fa : Hom(Fj_i,F) — > Hom(Fj,F) le morphisme induit par 
fi. Si TOq, Toi, m2 > on a un isomorphisme canonique 

Extk (F, F) ~ ker(0 2 )/im(0 1 ). 
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Soient a G Ext 0x (F, F) et : F\ — > F au dessus de a (on a donc o f 2 = 0). Soient 77 = (0, / ) 
et £ = coker(?7). On a un morphisme injectif évident E —> £, et un morphisme surjectif £ — > F, 
dont le noyau est égal à l'image du précédent, d'où une suite exacte 0— > E — >£— > F — > , 
dont l'élément associé de Ext^ (F, E) est précisément a. 

Un élément À de l'image de tt provient d'un morphisme ip : F\ — > E se factorisant localement 
par F , c'est-à-dire qu'il existe un recouvrement ouvert (Ui) de X et pour tout i un mor- 
phisme ai : Fq\u. — > E\jj. tel que sur Ui ont ait ^ = a,if\. Pour tous i, j, ai — aj s'annule 
sur ker(/ ) = im(A) et induit donc un morphisme Ty : F\ Vi . — > E\ Vi . . La famille (r^-) est un 
cocycle et définit donc un élément de H 1 (TCom(F, E)), dont l'image dans Ext 1 0x (F,E) est A. 

Réciproquement, étant donné un tel cocycle (%), (t^/q) représente un élément de 
H 1 (7iom(FQ, E)). On peut supposer ce dernier nul (car m ^> 0). Donc il existe une famille 
(a^, ai : Fç i \u i — > F|[/ ; , telle que pour tout i, j on ait Ty/o = — • On a «i/i = a,- A sur 
Uij, donc les «i/i se recollent et définissent un morphisme F± — > E d'où provient l'élément de 
Ext@ x (F, E) induit par (%). 



2.4.2. Description de tc - Soient a G Ext^ (F, E) et À G H 1 (7iom(F , E 1 )). Soit (ET») un recou- 
vrement ouvert de X tel que A soit représenté par un cocycle (r^-), : F^ — > F^.. Soit 

-F >■ £ — F -0 

l'extension correspondant à a. Posons 

lij = h + vTijfi : £\ Ut . — ► £\ Uiy 

Alors on a 7ij7jfc = 7ifc pour tous i,j, k. Donc on peut définir un faisceau cohérent F sur X 
en recollant les £u ià au moyen des automorphismes 7^-. Les morphismes v : F^ ~~ > £\u i:j et 
/i : £\u i3 — > se recollent aussi (car ^7^ = // et 7^1/ = z/), et on obtient une suite exacte 

-F — F — F -0, 

correspondant à a' G Ext^ (F, F). 



2.4.3. Proposition : On a o' = a + À . 

Démonstration. On utilise les notations précédentes. On a F = coker (//'), où 

^ = (0 + Oi/i, A) : F^ — > E\jj. © Fo,^. 
Rappelons que £ = coker(?7), avec 77 = (0, A)- On a donc un diagramme commutatif sur Ui 

n' 



Fi 
F x 



F©F 

A 

F©F 



avec Pi = ^ Q 1 J ' i ncm i san t un isomorphisme 7^ : Fj^ ~ . Le résultat découle du fait 
que 7.-7" 1 = 7o - (cf. I2X2T □ 
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2.5. Prolongement de fibres vectoriels 

Soit C n une courbe multiple primitive de multiplicité n de courbe réduite associée C. Le résultat 
suivant généralise le théorème 3.1.1 de [7j : 

2.5.1. Théorème : Soient X une variété algébrique affine irréductible, i un entier tel que 

I < i < n et Y une sous-variété fermée de X x C n contenant X x Cj. Soit S un faisceau lo- 
calement libre sur Y . Alors il existe un faisceau localement libre E sur X x C n tel que Eiy ~ S. 

Démonstration. On utilisera le résultat suivant : pour tout faisceau cohérent T sur X x C n , on 
a H l (F) = {0} pour i > 2. En effet, soit p n la projection IxC„^ C n . Comme X est affine, 
les images directes Wp* n {£) sont nulles pour j > 0. On a donc ~ (.F)), qui est 

nul si i > 2. 

En raisonnant par récurrence on se ramène au cas où i = n — 1. 

Soit Xy le faisceau d'idéaux de Y dans X x C n . Remarquons que son support contenu dans 
X x C. On note E Q = S\ Xx c- 

II existe un recouvrement ouvert de F tel que chaque restriction soit un fibré trivial. On 
peut voir (C/j) comme un recouvrement de X x C n . Soient A, : E\u i ~ O n _i(£^) (g> C r des triv- 
ialisations, À^- = Àj o À.7 1 G GL(r, O n _i(C/y)). Soient Ay G GL(r, OxxC7„(^îj)) une extension 
de Àjj et Pyfc = AjfcAy — A ifc (élément de Oxxc„(Uijk) <8> End(C r )). Alors les Ay définissent 
un fibré vectoriel sur X x C n si et seulement si les pijk sont nuls. Leurs restrictions à Y sont 
nulles, donc on peut les considérer comme des éléments de End(OxxC n (Uijk) ® C r ) <8> Xy(C/yfc). 
Soit /iyfc = (Afc)" 1 Pijk\ , qui est un élément de TCom(E , E ®Xy)([/jjfc) . Pour obtenir une 
extension de £ à I x C„ on peut remplacer les Ay par A„- = A y - — /3y , avec nul sur Y. 
On peut donc considérer les /3y comme des éléments de TCom(Oc <8> C r ,Xy g) C r )(£/jj). Soit 

Piifc = A ife A ij _ A ife • Alors on a Pijfc = Aife ~ PjkKj - A jfc/% + Àfc • Posons ay = (AjO^AA, 
qui est un élément de Hom(E , E <S> Xy)(L/y) . Alors on a = si et seulement si 

(*) Vijk = oiij + a jk - a ik . 

On a Ajfei/Oijjfe - pïji + piki - PjkiAij = , d'où il découle que p ijk - Piji + \im - Pjki = , c'est- 
à-dire que (fjbijk) est un cocycle associé au faisceau TCom(E , E ® Xy) sur C et au recouvrement 
(Ui). Comme C est une courbe, on a H 2 (Hom(E Q , E Q ®Xy)) = {0} , d'où l'existence des «in- 
satisfaisant l'égalité (*) et des /3y définissant le prolongement voulu de S. □ 



2.6. Groupe de Picard 

Soient C n une courbe multiple primitive de multiplicité n de courbe réduite associée C projective 
et d un entier. Soit L le fibré en droites sur C associé à C n . Contrairement à ce qui est affirmé 
dans [7J, 3.2, l'existence d'un fibré de Poincaré sur Pic d (C n ) x C n n'est assurée que sous certaines 
hypothèses, par exemple si deg(L) < et si L % ^ Oc pour 1 < i < n. Cela est dù au fait qu'en 
général les faisceaux Oi peuvent avoir des sections non triviales (cf. [H]). On va décrire ici 
sommairement la construction de [7J, 3.2, qui donne en fait une variété lisse A^(C n ) au dessus 
Pic d (C„) et un "fibré de Poincaré" V n sur K d n (C n ) x C n . 
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Soient D n _! un fibré en droites sur C n _i et D — D n _i|c. Si D est un fibre en droites sur C n 
prolongeant D n _i, on a une suite exacte 

— > D ® L n ~ l — > D — > D n _x — > 0. 

On a une suite exacte 

H\L n ) ExtJ, n (B n _i, L 71 " 1 ® D) — C 

Ext^ c (D n _ 1 | C , D <g> L™- 1 ) Hom(D^ 1 ® L,D ® L n ~ l ) 

(cf. [8j ou !3.5.4p . Les fibres en droites sur C n prolongeant D n _i sont les extensions paramétrées 
par 

La variété K d n {C n ) et le fibré en droites D n se construisent par récurrence sur n au moyen d'une 
"extension universelle": A^(C n ) est un fibré en espaces affines sur A^_ 1 (C„_i). 



3. Propriétés élémentaires des faisceaux cohérents sur les courbes multiples 

primitives 

On considère dans ce chapitre une courbe multiple primitive C n de courbe réduite associée C . 
On utilise les notations de 12.11 



3.1. FlLTRATIONS CANONIQUES 

Soient P un point fermé de C, M un O n p-module de type fini. Soit £ un faisceau cohérent sur 



3.1.1. Première filtration canonique - On définit la première filtration canonique de M : c'est 
la filtration 

M n = {0} C M n _i c • • • C Mi C M = M 
telle que pour < i < n, M i+ i soit le noyau du morphisme canonique surjectif 
Mi -> Mi ® 0n , P Oc,p ■ On a donc 

Mi/M i+1 = Mi®o n , P O c ,p, M/Mi ^ M® 0n , P O iiP , M = z l M. 
On pose, si i > 0, Gi(M) = Mi/M i+1 . Le gradué 

n— 1 n— 1 

Gr(M) = 0C7 Î (M) = Ç£}z l M/z i+1 M 

i=0 i=0 
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est un C^p-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si 1 < i < n 

- on a Mi = {0} si et seulement si M est un Ojp-module, 

- Mi est un n _jp-module, et sa filtration canonique est {0} C M n C • • • C M i+1 C Mj , 

- tout morphisme de ni p-modules envoie la première filtration canonique du premier module 
sur celle du second. 

On définit de même la première filtration canonique de S : c'est la filtration 

Sn = C &n— 1 C ' ' ' C Si C Sq = S 

telle que pour < i < n, £ i+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif S , — > £j|c. On a 
donc £i/£ i+ i = £i\ C , £/£i = £\d ■ On pose, si i > 0, 

Gi{£) = £i/£i + \. 

Le gradué Gr(£) est un Ce-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si 1 < i < n 

- on a Si = T c £, et donc Gr(£) = 0^ l j c S/l j c +1 S . 

- on a £j = si et seulement si S est un faisceau sur Cj, 

- £j est un faisceau sur C n _j, et sa filtration canonique est C S n C • • • C C £j . 

- tout morphisme de faisceaux cohérents sur C n envoie la première filtration canonique du 
premier sur celle du second. 



3.1.2. Type complet d'un faisceau cohérent - La paire 

((rg(G (£)), • • • , rg(G n ^(S))), ( deg(G„(£)), . . . , deg(G n _ 1 (£))) 
s'appelle le type complet de S. 



3.1.3. Seconde filtration canonique - On définit la seconde filtration canonique de M : c'est la 
filtration 

M (0) = {0} C M (1) C • ■ ■ C M {n - l) C M (n) = M 
avec AfW = {uE M;z i u = 0} . Si M„ = {0}cI„_ 1 C-CM 1 CM = ^ est la 
(première) filtration canonique de M on a Mj C M*™ - *) pour < î < n. On pose, si i > 0, 
G«(M) = MW/M^- 1 ) . Le gradué 

Gr 2 (M) = 0G (i) (M) 
i=i 

est un Oc p-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si 1 < i < n 

- MW est un Oj p-module, et sa filtration canonique est 
{0} C M« C • •'• C M^ 1 ) C AfW , 

- tout morphisme de O n) p-modules envoie la seconde filtration canonique du premier module 
sur celle du second. 

On définit de même la seconde filtration canonique de S : 

= {0} c c • • • c c = 5. 

On pose, si i > 0, 

= 5(0/5(i-i). 
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Le gradué Gr 2 (£) est un Oc-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si < i < n 

- £® est un faisceau sur Cj, et sa filtration canonique est C £^ C • ■ • C £ ( - t ~ 1 ^ C £® , 

- tout morphisme de faisceaux cohérents sur C n envoie la seconde filtration canonique du premier 
sur celle du second. 

3.1.4. Proposition : On a des isomorphismes canoniques : 
(i) Si ~ ®V . 

(il) (£(0)0") ~ £(™<i,3)) . 

(m) (£i)j ~ £ i+j . 

(w) (£i)W ~ (£^/£^) ®V . 

( v ) (£( i )) j = sii<j, et (£®)j ~ i > j. 

Démonstration. Immédiat, en examinant ce qui se passe en chaque point de C. □ 

3.1.5. Relations entre les deux filtrations - Soient i, k des entiers tels que < i < n, 
< k < i + 1. Le morphisme canonique £ £g> L — > £ induit un morphisme de faisceaux cohérents 
sur C : 

\ lk = \ ik {£) : ® L fe — G (i+1_fc) (£). 

On posera, si < i < n, 

r«(£) = coker(A i+lil ). 
Soient j, m des entiers tels que j, m > 0, j + m < n. Le morphisme canonique £ (g) L — > £ 
induit un morphisme de faisceaux cohérents sur C : 

A^m = Hjm(£) ■ Gj{£) ®L rn — »• G j+m {£). 

On posera, si < j < n, 

Fj(£) = ker(^i). 

3.1.6. Lemme : Le noyau du morphisme canonique surjectif £ i <S> L — > esi isomorphe 
à G^ +1 \£) <g> U +1 . 

Démonstration. Cela découle du diagramme commutatif avec lignes exactes 

£(*) f £ <g> L"* > 



£ £ i+1 <g> L-^ 1 



□ 
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3.1.7. Proposition : 1 - Le morphisme de faisceaux \ ik est injectif. De plus, on a une suite 
exacte canonique 

— ► L i+1 - k <g> coker(A iifc ) — > S^ k \ Ck ® L — ► S i+1 „ k /S i+1 — > 0. 

2 - Le morphisme fij m est surjectif, et on a une suite exacte de faisceaux cohérents sur C m : 

— > (^0'+ m + 1 )/^0'+ 1 )) L J+m+1 — ► (£(i+™)/£00) g, L J+m — ► ker(/i jm ) — ► 0. 

Démonstration. On ne démontrera que 1-, 2- étant analogue. L'injectivité de \k se démontre 
aisément en examinant ce qui se passe en chaque point. La suite exacte est obtenue à partir 
du diagramme commutatif avec lignes exactes déduites du lemme 13.1.61 







i+l 



Si <g>L 



S 



i+l 







Aifc®i L i + l-k 

GQ+ 1 - k )(£)®L i+1 - k 



Si-i 



L 



Si+i—k 



□ 



3.1.8. Corollaire : Si < i < n, on a un isomorphisme canonique Ti(S) ~ r^(£) ® 

Démonstration. Cela découle de la proposition 13.1.71 1- en prenant k — 1, ou de 2- en prenant 
m = 1, ou directement du lemme I3.1.61 □ 



3.1.9. Proposition : Soient S, T des faisceaux cohérents sur C n . Soit <fi> '■ S — » T un 
morphisme. Alors (fi est surjectif si et seulement si le morphisme <fi\c : Gq(S) — > G^F) de 
faisceaux sur C induit par <fi> l'est. Si c'est le cas les morphismes Gi(S) — ► G^J 7 ) induits par 
(fi sont surjectifs pour 1 < i < n. 

Le morphisme (fi est injectif si et seulement si le morphisme G^\S) = S^ — > G^(J r ) = J 7 ^ 
de faisceaux sur C l'est. Si c'est le cas les morphismes G^\S) — > GW(f) induits par <fi sont 
injectif s pour 1 < i < n. 

Démonstration. Supposons que (fi soit surjectif. Alors 4>\c l'est. La réciproque se démontre par 
récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial. Supposons qu'elle soit vraie pour n — 1 > 1, et que 
0ic soit surjectif. Alors (fi induit (fii : Si — > T\ . On a un diagramme commutatif 

G (S) ® L = Go(^l) 

G Q (Ï) ® L mOT » G 1 (J 7 ) = G (^) 

d'où il découle que 0i|c est surjectif. D'après l'hypothèse de récurrence, <fi\ est surjectif. La 
surjectivité de <fi> se déduit aisément de celles de 4>\c et <fi\. La surjectivité du morphisme 
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Gi{£) — > Gi{T) découle du diagramme commutatif 



G (S) ® V 



Gi(£) 



La seconde assertion se démontre de manière analogue. 



□ 



3.2. Invariants 

3.2.1. Rang - L'entier R(M) = rg(Gr(M)) s'appelle le rang généralisé de M. 

L'entier R{£) = rg(Gr(£)) s'appelle le rang généralisé de £. On a donc R(£) = R(£p) pour 
tout P e C. 



3.2.2. Degré - L'entier Deg(£) = deg(Gr(£)) s'appelle le degré de £. 

Si R(£) > on pose //(£) = Deg(£) / R(£) et on appelle ce nombre la pente de £. 

3.2.3. Proposition : 1 - Soit — > M' — » M — > M" — > «ne suite exacte de O n ^p-modules 
de type fini. Alors on a R(M) = R(M') + R{M") . 

2 - Soit O^E^F^G^O une suite exacte de faisceaux cohérents sur C n . Alors on a 
R(F) = R{E) + R{G) , Deg(F) = Deg(£) + Deg(G) . 



3.2.4. Proposition : Posons rj = rg(Gj(£)) pour < j < n. On a, pour < % < n, 

ig{G^ +1 \£)) = rg(G,(£)) 

et 

deg(G^ +1 \£)) = deg(G i (£)) + (r i+ i + -.-+r n _ 1 -i.r i )deg(L). 

Démonstration. Posons, pour < j < n, Sj = rg(G^ +1 ' (£)) , dj = rg(Gj(£)), 

ej = rg(G^ +1 \£)), et si j < n — 1, ôj — dj + i — dj, ej = Cj + i — ej. On a, d'après le corollaire 

13.1.81 une suite exacte 

— > G u+2 \£) <g> L j+2 — > G^ +1 \£) ® V +1 — > G,(£) ® L — > — > 0. 

On en déduit que s,- — = — r,- +1 , et on en déduit la première égalité de la proposition, 
compte tenu du fait que 

r H 1 r n _i = s H 1 s n _i = R(£) 

(d'après la proposition 13.2.31) . On a, d'après la suite exacte précédente 

(1) ej-ôj = (j.rj-(j + 2)r j+1 )deg(L). 
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On a d i+1 = d + ô -\ Si, e i+1 = e + e H e i; et 



n-l 



} J di = nd + (n- ï)5 + (n - 2)&l H h 5 n _ 2 



i=0 



n-l 



Deg(£) = J> 



i=0 

= ne + (n - l)e + (n - 2)e x H h e„_ 2 , 

d'où, en utilisant ([]]) 

n(d - eo) = ((n - l)(0.r - 2ri) + ■ • • + (n-j)((j - 1)tv_i - (j + l)r,) + • • • 
= -n(ri H hr„_i). 

Donc eo = c?o + ( r i + • • • + ?V-i) deg(L), c'est la seconde égalité de la proposition 13.2.41 pour 
i = 0. Le cas général se démontre ensuite par récurrence sur i en utilisant (pQ). □ 



3.3. Torsion 

Soit M un O n p-module de type fini. Le sous-module de torsion T(M) de M est constitué des 
éléments annulés par une puissance de x. On dit que M est sans torsion si ce sous-module est 
nul. C'est donc le cas si et seulement si pour tout m G M non nul et tout entier p > on a 
x p m 7^ 0. 

Soit S un faisceau cohérent sur C n . Le sous-faisceau de torsion T{£) de £ est le sous-faisceau 
maximal de £ dont le support est fini. Pour tout point fermé P de C on a T(£) P = T(£ P ). On 
dit que £ est un faisceau de torsion si £ = T{£) , ou ce qui revient au même, si son support 
est fini. 



3.3.1. Proposition : Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) £ est sans torsion. 

(ii) G^{£) = £^ est localement libre. 

De plus, si £ est sans torsion, tous les faisceaux G® (8) sur C sont localement libres. 

Démonstration. Supposons que £ soit sans torsion. Il en est de même de tous ses sous-faisceaux, 
et donc de G^(8). Comme les faisceaux sans torsion sur C sont les faisceaux localement libres, 
G^\£) est localement libre. 

Réciproquement, supposons que T(8) ^ 0. Il existe alors un point fermé P de C et u G £p non 
nul tel qu'il existe un entier p > tel que x v u = 0. Soit q le plus grand entier tel que z q u ^ 0. 
Alors on a z q u G G^'(8p), et x p .z q u = 0, donc G^(£)p a de la torsion. 

Le démonstration de la seconde assertion est analogue. □ 
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3.4. Faisceaux cohérents quasi localement libres 

Soit M un C ni p-module de type fini. On dit que M est quasi libre s'il existe des entiers 
mi, . . . , m n non négatifs et un isomorphisme M ~ ©ILi ^iOi^p . Les entiers mj, . . . , m n sont 

n 

uniquement déterminés. On dit que M est de type (mi, . . . ,m n ). On a P(M) = 

i=l 

Soit £ un faisceau cohérent sur C n . On dit que £ est çimsz localement libre en un point P de C 
s'il existe un ouvert U de C„ contenant P et des entiers non négatifs mi, . . . , m n tels que pour 
tout point Q de [/, £ n) Q soit quasi localement libre de type mi, . . . , m„. Les entiers mi, . . . , m n 
sont uniquement déterminés d'après le lemme précédent, ne dépendent que de £, et on dit que 
(mi, . . . , m n ) est le type de S. 

On dit que E est quasi localement libre s'il l'est en tout point de C n . 

3.4.1. Théorème : Soient £ un faisceau cohérent sur C n et P un point fermé de C . Alors les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Sp est quasi localement libre en P. 

(ii) Pour < i < n, Gi(S) est libre en P. 

(iii) Pour < i < n, rW(£) est libre en P. 

Démonstration. L'équivalence de (i) et (ii) est démontrée dans |7j, théorème 5.1.4. Montrons 
que (ii) et (iii) sont équivalentes : d'après 13.1.81 (iii) équivaut à 

(iii)' Pour < i < n, Tj(£) est libre en P. 

L'équivalence de (ii) et (iii)' est immédiate, compte tenu de la surjectivité des morphismes fin 
et du fait que r n _i(£) = G n -i(£) £g> L . □ 

3.4.2. Corollaire : Soit S un faisceau cohérent sur C n . Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) S est quasi localement libre. 

(ii) Pour < i < n, Gi(S) est localement libre sur C. 

(iii) Pour < i < n, T^(£) est localement libre sur C . 

3.4.3. Corollaire : Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur C n . Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) £ est localement libre. 

(ii) £ admet une résolution localement libre de longueur finie. 

Démonstration. Supposons que £ admette une résolution localement libre de longueur finie. 
Alors on a Tor fc (^,jF) = {0} pour tout k suffisamment grand et tout faisceau cohérent T sur 
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C n . Soit i un entier tel que 1 < i < n. On considère la résolution localement libre évidente de 

. . . L 2n _ h n+i _ L n _ jj _ ^ _ Q U 

définie par les morphismes canoniques L* — > O n et L n ~* — > O n . La suite induite 

• • • L 2n ® £ L n+i ® £ >■ L n ® £ »- L l ® £ - O n ®£ 

a pour cohomologies les Tor fc {S,Oj). Elle est donc exacte à partir d'un certain degré. Il en 
découle que £^' = £ n -i . Puisque £ est sans torsion, les G®(£) sont localement libres d'après 
la proposition 13.3. IL II en est donc de même des Gi(£). Donc d'après le théorème 13.4.11 £ est 
quasi localement libre. Soient (mj, . . . , m n ) le type de £. Alors en un point P de G où £p est 

n 

identifié à © rriiOiP on a 

i=l 

"©mAp C 4 n_1) - 

i=l 

Mais si m 1; . . . , m n _! ne sont pas tous nuls on a 

n-l 

© rrnOiP <£ £ip. 

i=l 

On a donc mi = ■ ■ ■ = m n _ 1 = , et £ est localement libre. □ 



Le résultat suivant sera utilisé au chapitre [6] : 

3.4.4. Proposition : Soit £ un faisceau quasi localement libre sur C n . On note 
rj = rg(Gj(£)) pour < j < n. Alors le faisceau des endomorphismes £nd(£) est aussi quasi 
localement libre, et on a 

n-l 

R(£nd(£)) = J^r- , Beg(£nd(£)) = ( ^ r^) deg(L) . 

i=0 0<i<j<n 

Démonstration. Le fait que £nd(£) est quasi localement libre est immédiat. On a une suite 
exacte canonique 

— ► Hom(£ lc ,£ {1) ) — ► £nd{£) — > £nd{£^ — ► 0, 

d'où on déduit que 

R{£nd{£)) = R(£nd(£ 1 ))+rg((£ l cY(S)£ {l) ) ,Beg(£nd(£)) = Deg(£nd(£i))+deg((£| )*®£«) . 

En raisonnant par récurrence sur n et en utilisant la proposition I3.1.4[ (iv), on obtient les 
formules 

R(£nd(£))= rg(G i (£)*©G' (m) (£)) , Deg(£nd(£)) = ^ deg(G i (£)* ®G {i+1) {£) ®V) . 

0<i<n 0<i<n 

Le résultat découle alors aisément de la proposition 13.2.41 □ 
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3.5. Construction des faisceaux cohérents 

On décrit ici le moyen de construire un faisceau cohérent S sur C n , connaissant S\c et Si (ou 
S^ et Si), qui sont des faisceaux sur C et C n _i respectivement. Cela de permet de faire des 
démonstrations par récurrence sur n dans les chapitres suivants. 

On considère dans ce chapitre une courbe multiple primitive C n de courbe réduite associée C. 
On utilise les notations de 12.11 Si Q est un fibré vectoriel sur Ck (1 < k < n), il existe un fibré 
vectoriel G sur C n qui prolonge G (cf. [7], théorème 3.1.1). En particulier le faisceau d'idéaux 
le de C dans C n se prolonge en un fibré en droites L sur C n . On en déduit une résolution 
localement libre de G : 

• • -G® h n+k — > G ® L n — ><G®h k — > G — >Ç — ► 0. 



3.5.1. Première construction - Soient T un faisceau cohérent sur C n _i et E un fibré vec- 
toriel sur C. On s'intéresse aux faisceaux cohérents S sur C n tels que S\c = E et £\ = T . 
Soit — > T — >S — >E — >0 une suite exacte, associée à a G Exk@ n (E, JF). Soit 
tt £ : S (g) X c — > S le morphisme canonique. On a 

im(7r £ ) C T, iï£(F) = im(7i>). 

Donc -Kg induit un morphisme 

^ E (a) : E®L — > T\ c , 

et on obtient aisément le 

3.5.2. Lemme : On a S\c = E et Si = T si et seulement si ^t,e{p) esi surjectif. 

3.5.3. Proposition : On a une suite exacte canonique 

Ext^ c (E, J* 1 )) Ext^ n (E, T) * rE > Hom(£ <g> L, T\ C ) 0. 

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel sur C n prolongeant E et 

• • • E ® L n+1 — > E ® L n — > E ® L — >E — > E — > 
la résolution localement libre induite. On en déduit l'isomorphisme canonique 

Sxt x 0n {E,T) ~ Uom{E®L,T\ C ). 
Le résultat découle alors de la suite exacte canonique 

— > H 1 (Hom(E, J 7 )) — > Ext^jE,^) — > H°(Sxt^ n (E, J 7 )) — > 0. 
déduite de la suite spectrale de Ext (cf. [12], 7.3). □ 
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3.5.4. Seconde construction - Soit £ un faisceau quasi localement libre sur C n . On a 

£xt 1 0n (£ ) V) ~ Wom((£W/5„_i) ® L, V) , d'où la suite exacte 

Ext^ c (£|c, V) — > Ext^(£, V) — * Hom((5«/£n-i) ® L, V) — > 0. 



3.5.5. Proposition : Soient 8 un faisceau cohérent sur C n et V un fibré vectoriel sur C. 
Soient 0^V^J r ^£^0 une extension et a G Ext {£ , V) l'élément associé. 

1- Le morphisme canonique T ® L — > JF en induit un, {S^ /S n -\) ® L — > V , qui n'est autre 
que 0£,y(er). 

2 - Si 8 est concentré sur C n -\, on a V = J 7 ^ si et seulement si ®£ t y(cr) est injectif. 



4. Faisceaux réflexifs 

On considère dans ce chapitre une courbe multiple primitive C n de courbe réduite associée C. 
On utilise les notations de 12.11 



4.1. Dualité 

Soient P G C et M un O n)P -module de type fini. On note M Vn le dual de M : 

M v ™ = Hom(M, O n> p) . Si aucune confusion n'est à craindre on notera M v = M Vn . Si N est 

un Ci p-module, on note N* le dual de iV : iV* = Hom(iV, O c ,p). 

Soit £ un faisceau cohérent sur C n . On note £ Vn le ditai de £ : £ Vn = Hom(£, O n ) . Si aucune 
confusion n'est à craindre on notera £ v = £ Vn . Si E est un faisceau cohérent sur C, on note 
E* le dual de E : E* = Hom(£7, Oc)- Ces notations sont justifiées par le fait que E y ^ E*, et 
plus généralement on a 



4.1.1. Lemme : Soient i un entier tel que 1 < i < n et £ un faisceau cohérent sur Ci. Alors 
on a un isomorphisme canonique 

En particulier, pour tout faisceau cohérent E sur C , on a E Vn ~ E* <g> L n_1 . 
Démonstration. Immédiat. □ 



4.1.2. Proposition : Soit £ un faisceau cohérent sur C n . Alors on a, pour 1 < i < n, 
(£ v )« = (£/^) v ■ 
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Démonstration. Immédiat. □ 

4.1.3. Dualité des faisceaux quasi localement libres - Soit £ un faisceau quasi localement libre 
sur C n . Alors on montre aisément qu'on a, pour < i < n, des isomorphismes canoniques 



4.2. Faisceaux réflexifs - caractérisation 

Soit £ un faisceau cohérent sur C n . Rappelons qu'on dit que £ est réflexif si le morphisme 
canonique £ — > £ vv est un isomorphisme. 

4.2.1. Lemme : Soit £ un faisceau quasi localement libre sur C n . Alors £ est réflexif et on 
a £xtf(£, O n ) = {0} pour tout i > 1. 

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout point fermé P de C et tout entier m tel que 
1 < m < n, O m p est un O n p-module réflexif et qu'on a Ext l 0nP (O m p, O n p) = {0} pour tout 
i > 1. La première assertion est immédiate et la seconde se démontre en utilisant la résolution 
libre de O m p : 

xz m xz n ~ m xz m 

' ' • *~ O n p O n p >■ O n p O n p **" O m p 

□ 



4.2.2. Théorème : Soit £ un faisceau cohérent sur C n . Alors les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

(i) £ est réflexif. 

(ii) £ est sans torsion. 

(iii) On a £xt 1 0n {£,O n ) = . 

Si les conditions précédentes sont réalisées on a de plus £xf 0n (£, O n ) = pour tout i > 1. 

Démonstration. On fait une récurrence sur n. Le résultat est bien connu pour n — 1. Supposons 
que n > 1 et que le résultat soit vrai pour n — 1. 

Soit T un faisceau sans torsion sur C n _i. D'après le lemme H.l.ll T est aussi réflexif en tant 
que faisceau sur C n . On va montrer qu'on a £xt l 0n (J 7 , O n ) = pour i > 1. On peut trouver 
une suite exacte de faisceaux cohérents sans torsion sur C n _i 

— > M — >U — >T — >0 

telle que IÀ soit quasi localement libre (par exemple on peut utiliser un fibré en droites très 
ample 0(1) sur C n _i et prendre pour U une somme directe de O(-m) pour un m suffisamment 
grand). On en déduit la suite exacte 

— > J^™- 1 — > U" 7 "- 1 — > A^™- 1 — ► 0, 
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et donc aussi la suivante : 

— ► J rXJn — > U Vn — > N Wn — > 0. 

On en déduit que 

£xt l 0n {T,O n ) c £xt x JlA,O n ). 
D'après le lemme ET.2.14 on a £xt (U, O n ) = 0, donc on a bien £xv~ (J 7 , O n ) = 0. On a aussi 

£xt^ n (M,O n )~£xt^(F,O n ) 

pour i > 1, d'où il découle par récurrence sur i que Ext^JyT ', O n ) = pour i > 1. 

Il est évident qu'un faisceau ayant de la torsion n'est pas réflexif, donc (i) entraine (ii). 

Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur C n . Montrons que £ est réflexif et que 
£xt (£, O n ) = 0. On considère la suite exacte 

(2) — — >£ — ► £/£ (1) = £ x ® L v — ► 0. 

Les faisceaux £^ et £\ ® L v sont de support contenu dans C n -i et sans torsion. Puisque 
£xt l 0n (£x ® L V ,C„) = , on en déduit la suite exacte 

— ► (£/£ {1) ) Vn — > £ Vn — > <g> L 11 - 1 — > 0. 

De même en dualisant encore une fois on obtient la suite exacte 

— > S® — > £ yy — > £ a ® L v — > 

et le diagramme commutatif 

£ £ 1 (g) L v 



£ vv E x <8> L v 

Il en découle que le morphisme canonique £ — > £ vv est un isomorphisme, c'est-à-dire que £ 
est réflexif. Le fait que £xf 0n (£, O n ) = pour i > 1 découle aussi de la suite exacte et du 
fait que le théorème est vrai pour n — 1. On a donc montré que (ii) entraine (i) et (iii). 

Il reste à montrer que si £ est un faisceau cohérent sur C n ayant de la torsion, alors on a 
£xto n (£,O n ) 7^ 0. Soit T le sous-faisceau de torsion de £. Alors £ /Y est sans torsion. En 
utilisant la suite exacte 

— > T — ► £ — ► £/T — > 
et le fait que (ii) entraine (iii) on voit que 

£xt x 0n {£,O n ) ~ £xt x JJ,O n ). 

Mais £xtQ n (T, O n ) contient le faisceau non nul £xt^ n (T| C , O n ) =T\ C ® L* 1 ' 1 , donc 
£xt\{£,Ô n )ï§. □ 



4.2.3. Corollaire : Soit 0—>£—>J-'^Ç^0 une suite exacte de faisceaux cohérents sans 
torsion sur C n - Alors la suite duale — > Q y — >• JF V — > £ v — > est aussi exacte. 
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4.2.4. Corollaire : Soit S un faisceau cohérent sur C n . Alors on a £xt l (£,O n ) = pour 
i > 2. 

Démonstration. Il existe un morphisme surjectif E — ► S , E étant un fibre vectoriel sur C n (on 
peut prendre pour E une somme directe de copies de 0(— k), 0(1) étant un fibre en droites 
très ample sur C n et k un entier assez grand). On a donc une suite exacte 

— ► T — >E — >S — ►O, 

où T est un faisceau sans torsion, donc réflexif. Le résultat découle donc de la suite exacte 
longue obtenue en dualisant la précédente, et du théorème I4.2.2L □ 



4.3. Dualité de Serre pour les faisceaux réflexifs 

4.3.1. Théorème : Soit S un faisceau cohérent réflexif sur C n . Alors on a des isomorphismes 
fonctoriels 

pour i — 0, 1. 

Démonstration. Le théorème de dualité de Serre (cf. par exemple [15], theorem III, 7.6) donne 
les isomorphismes 

^(C^^Ext^^cJ*. 
D'après la suite spectrale des Ext et le théorème 14.2.21 on a 

Ext^,^) ~ H 1 - 4 ^,^ ®u Cn ). 

□ 



4.3.2. Remarque : La généralisation du résultat précédent aux Ext, c'est-à-dire le fait que 

Ext^^Ç) - Ext^(É?,^®a; c J* 

pour des faisceaux sans torsion JF, Q, est fausse en général, contrairement à ce qui se passe sur 
les variétés lisses (cf. [TU], prop. (1.2)). Par exemple, si 1 < m < n, la résolution canonique de 
O, 

, L 2n — ► L n+m — > L n — > L m — ► O n — > O m 

montre que 

Extg n (O m , Oc) = L m , Ext 2 £\O m , O c ) = L m+m 

pour tout i > 0, ce qui exclue la dualité précédente, qui entraînerait l'annulation des Ext* pour 
i > 2. 
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5. RÉSOLUTIONS PÉRIODIQUES DES FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES 

On considère dans ce chapitre une courbe multiple primitive C n de courbe réduite associée C. 
On utilise les notations de 12.11 



5.1. Fibres vectoriels et faisceaux quasi localement libres 



5.1.1. Proposition : Soit £ un faisceau quasi localement libre surC n . Alors il existe un fibre 
vectoriel E sur C n et un morphisme surjectif E — > £ induisant un isomorphisme K\q — £\c ■ 

Démonstration. Par récurrence sur n. Le cas n — 1 est évident. Supposons donc que n > 1 et 
que le résultat est vrai pour n — 1. Si le support de £ est contenu dans C n _\ il existe un fibre 
vectoriel E sur C n _i et un morphisme surjectif E — » £ induisant un isomorphisme ¥\c — £\c- 
D'après [7], théorème 3.1.1, on peut étendre E en un fibré vectoriel E sur C n , et on obtient ainsi 
le résultat voulu. On peut donc supposer que le support de £ est C n . Le morphisme quotient 
£ — > £/£ n _i induit un isomorphisme £\c — (£/£ n -i)\c, et d'après l'hypothèse de récurrence, 
puisque £/£ n _i est de support C„_i, il existe un fibré vectoriel E sur C n _i et un morphisme 
surjectif O : E — > £/£ n -i induisant un isomorphisme K \ c ~ (£/£n-i)\c- On cherche un 
fibré vectoriel E sur C n prolongement de Eo tel qu'on ait un diagramme commutatif avec lignes 
exactes 

Eio ® L n - 1 =£ c ® L n ~ l E E n 







£n-l 



£ 



00 











*~ £/£n-l - 

où la flèche verticale de gauche est le morphisme canonique. Le morphisme <p est alors surjectif 
et induit un isomorphisme E|c ~ £\c- 

Soit a G Ext^, (£/£ n _i,£), correspondant à la suite exacte du bas. Soit o' G Ext^ (E , £ n -i) 
l'image de a dans Ext^ (Eo, £ n -i)- II suffit de montrer qu'il existe a" G Ext0 n (E o ,£|c <8> L n_1 ) 
tel que dans l'extension associée 

— > £\ C ® L"" 1 — > E — ► E — ► 0, 

E soit localement libre, et que l'image de a" dans Ext^ (E , £ n -i) s °it cr' (cf. [9], corollaire 
4.3.3). D'après 13.5.41 on a un diagramme commutatif avec lignes exactes 



Extk c (£|c,£|c ® L™' 1 )^- Ext^(E ,£| C ® L 



n-V 



End(£ 



c) 



Ext^(E ,£„_i) 



Hom^c^L™- 1 ,^!) 



où les flèches verticales sont induites par le morphisme canonique /i : £ 



\c 



- n—l 



£ 



n-l 



On 



a A(er') = /i = 0(h lc ) ■ Soit <xo G Ext0 n (E o ,£|c <8> £ n x ) dont l'image dans End(£|c) est Is, c . 
Alors on a 

p(a )-o-' G i{Ext l 0n {£\c,£n-i))- 
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Puisque \i est surjectif il en est de même de 7. Donc il existe o\ G Ext 0n (£|c, £\c ® L n x ) tel 
que 

p(a )-a' = zo7(<t 1 ) = poiofa). 
On a alors a" = <jq — io(ci). □ 



Soit £ un faisceau quasi localement libre sur C n . Soit <p : E — » S un morphisme surjectif, E 
étant localement libre, induisant un isomorphisme E|ç — £|c- Le faisceau Af = ker(</>) est aussi 
quasi localement libre, d'après [7j, théorème 5.2.1. 

5.1.2. Lemme : Soit (mi, . . . , m n ) le type de S. Alors le type de Af est 
{m n _ x ,m n _ 2 -, ■ ■ - ,mi,0). 

Démonstration. Soit P un point fermé de C. On a £p ~ ©"=i miOiP ■ On en déduit la suite 
(e,-) constituée des éléments 1 des facteurs C\p. Soit ëj l'image de ej dans £|c,p- Alors (ëj) 
est une base de £|c,p- Soit /_,■ G Ep au dessus de ej, /j l'image de fj dans E^p. Alors (fj) est 
une base de E|c,p, puisque c'est l'image de la base (ëj) par l'isomorphisme S\c,p — E|c,p. En 
utilisant l'isomorphisme Ep ~ rg(E)O n p défini par cette base on voit que 0p est la somme 
des morphismes canoniques O n p — > Oip. Le résultat en découle immédiatement. □ 



5.1.3. Remarque : Plus généralement, on démontre de la même façon que pour tout mor- 
phisme surjectif / : E — » 8, E étant un fibré vectoriel de rang r sur C n , ker(/) est un faisceau 

n 

quasi localement libre de type (m„_i, m n _ 2 , . . . , m 1; r — nij). 

i=l 



Il existe un lien étroit entre les faisceaux £ et Af. Dans le résultat suivant on compare les 
morphismes et /iy pour £ et Af (cf. 13.1.51) : 

5.1.4. Proposition : Soient q, k des entiers tels que < k < q < n. Alors il existe des 
isomorphismes canoniques 

coker(A 9 _i ifc (A/')) ~ ker(fi n ^ k (£)), coker(Ag_i ifc (£)) <g> L n ~ kex(/i n ^ qik (Af)). 

Démonstration. Soient P un point fermé de C et z G O n p une équation de C. 

On définit d'abord le premier isomorphisme. Soient u G Afp /Afp k et m G Afp 
au dessus de u. On a z q ~ k u = 0, donc m G 2 n ~ 9+fc Ep , et on peut écrire û sous la forme 
u = z n ~ q+k v. On a û G A/p, donc z n ~ q+k (fip(v) = 0. Soit e G £ic,p l'image de <pp(v). On a donc 
Hn~ q ,k,p(z n ~ q e (g> z fc ) = . On voit aisément que z n_,? e ® z fc G (£ n -<7 <8> £ fc )p est indépendant 
des choix effectués. On définit donc ainsi un morphisme 

ï> : — ker(// n _ gjifc (£)). 
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Il est aisé de voir que si m G im(À g _i,fc)p , alors ipp{u) = 0. On obtient donc un morphisme 

ij) : coker(A g _i )fc (A0) — ► ker(/i n _ g)fc (£)). 

On définit maintenant le morphisme inverse. Soit w G £ n -q,k,p tel que p n - q ,k,p{w ® z k ) = . 
Soit j3 & £p tel que z n ~ q [3 soit au dessus de Il existe alors 7 G £p tel que 
z n- q +kp _ ^n-g+fc+i^ c ' es t-à-dire z n_9+fc (/3 - 27) = 0. Puisque z n ~ q ((3 — zj) — est aussi au 
dessus de w, on peut supposer que 7 = 0, c'est-à-dire z n ~ q+k [3 = 0. Soit m G Ep au dessus de j3. 
On a donc z n ~ q+k u G A/p ~^ . On définit le morphisme inverse en associant a, w ® z k l'image 
de z n ~ q+k u dans coker(yU n _ 9jfc (A/')p). Les vérifications sont laissées au lecteur. 

La définition du second isomorphisme est analogue. □ 



5.1.5. Corollaire : On a, pour < i < n, 

rg(G;(A/)) = Tg(G^(S))-Tg{G^{S)), 
deg^AO) = deg(G«(£))-deg(G^-^ 

Démonstration. Posons 

ft = ig(G,(J\0), = deg(G,(.A0), Si=ig(G ( * + - 1) (^)), e, = deg(G^(5)). 
On déduit du second isomorphisme de la proposition 15.1.41 les égalités 

Pn—q Pn—q+1 $q—2 $q— 1; 

S n - q -5 n - q+ i = e q _ 2 ~ e,q-i + {s q -2n - - q) - p n _ g ) deg(L). 

Puisque AT est concentré sur C n _i on a p n _i = <5 n _i = , et les égalités précédentes don- 
nent pour q = 2 le lemme 15.1.51 pour i = n — 2. On en déduit les autres cas par récurrence 
descendante sur i. □ 



5.2. Support des Ext de faisceaux cohérents 

5.2.1. Théorème : Soient S, T des faisceaux cohérents sur C n , avec £ sans torsion. Alors 
le support du faisceau £xt (£ , J 7 ) est contenu dans C n _\. 

Démonstration. Soient P un point fermé de C, z G O n p une équation de C, et x G O n p 
au dessus d'une équation de P dans Oqp- Il suffit de prouver l'assertion locale analogue 
suivante : soient M, N des n p-modules de type fini, M étant sans torsion. Alors on a 
z n ~ l . Exto nP (M, N) = {0} . Pour tout O n p-module W, on note X w :W ->W \& multiplica- 
tion par z n ~ l . 

Soit E un O n p-module libre de type fini tel qu'on ait un morphisme surjectif ir : E — > M . Soit 
V = ker(7r). On a donc une suite exacte 0— > V ^ E — > M — > , d'où on déduit la suivante : 

Hom(E, N) Rom{V, N) Ext^ p (M, N) 0. 
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Il faut donc montrer que si a G Hom(V, N), alors a o Xy G im(rTv). On a un diagramme 
commutatif 

Hom(E, V) Hom(y, V) 



Hom(E,o) 



Hom(V,a) 



Hom(E, N) Hom(V, N) 

Supposons que l'assertion soit vraie pour N = V et a = Iy , c'est-à-dire qu'il existe 
A G Hom(E, V) tel que ry(A) = Xy. On a alors en général 

« O Xy = Oi O ry(À) = TAr(a o A), 

d'après le diagramme commutatif précédent. Il suffit donc de traiter le cas où N = V et a = Iy, 
c'est-à-dire montrer que Xy se prolonge en un morphisme E — > V. 

Posons V ® Ocp = Vo © T Q , où T est de torsion et V est un Ocp- module libre. Il existe des 
bases (ej)i<j< rg( v ), (/i)i<i<rg(E) de Vo, E respectivement, et un entier p, < p < rg(Vo), tels 
que le morphisme ip : Vo — > E © C C p déduit de l'inclusion VcE soit tel que VK e i) — xki f% 
pour f < z < p, avec fcj > 0, et ipfe) G zE si i > p. Soient G V, 0j G E au dessus de e^, /j 
respectivement. Alors on a (en voyant V comme un sous-module de E), e» = + z-Uj, avec 
U; G E. Donc z n ~ x ti = x ki z n ~ x §i . Puisque M est sans torsion, on a z n ~ 1 cf)i G V . On définit 
maintenant O : E — > V par : O(0j) = si 1 < i < p, et O(0i) = si i > p. On vérifie 

aisément que 0|y = Xy . □ 



5.2.2. Remarque : L'hypothèse que £ est sans torsion est nécessaire dans le théorème 
précédent. Par exemple si T est un faisceau de torsion sur C n non contenu dans C n _i, le 
support de T = £xt l 0n (Y, O n ) n'est pas contenu dans C n -\. 



5.2.3. Corollaire : Soient £, J 7 des faisceaux cohérents sur C n . Alors, pour tout entier i > 2, 
le support du faisceau £xt l 0n (£, J 7 ) est contenu dans C n _x- 

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel sur C n tel qu'on ait un morphisme surjectif (p '■ E — > £. 
Soit Af = ker($). On a donc une suite exacte 0^A/"^E^£^0. On en déduit que 
£xt 2 0n {£ \T) ~ £xt a (J\f,J-) . D'après le théorème 15.2.11 le support de £xt@ (S,? 7 ) est donc 
contenu dans C n -±. Le cas des Ext pour i > 2 se traite par récurrence sur i. □ 



5.2.4. Corollaire : Soient £ , J 7 des faisceaux cohérents sur C n , B un fibré en droites sur 
C n tel que Bi<? — O n -i ■ Alors, pour tout entier i >2, il existe un isomorphisme canonique et 
fonctoriel Ext l 0n (£, T © D) ~ Ext^ n (£, J 7 ) . 

Démonstration. Pour tout entier j > 2 on a 

£a4, n (£,.F®B) ~ £xt j 0n (£, .F) © B ~ £xt j 0n (£,J 7 ) 

d'après le corollaire 15.2.31 donc le résultat découle de la suite spectrale des Ext et de sa fonc- 
torialité. □ 
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5.3. MORPHISMES ET CLASSES CANONIQUES 

Soit N un entier tel que N ^> n. D'après [8] il existe une courbe multiple primitive Cn extension 
de C n tel que le faisceau d'idéaux de C dans Cn restreint à C n soit isomorphe à L. On peut 
donc noter aussi L un fibre en droites sur Cn extension de Te- 



5.3.1. Lemme : Soit £ un faisceau cohérent sur C n . Alors on a un isomorphisme canonique 
Tbr^(£,0 n ) ~£®L" . 

Démonstration. Cela découle de la résolution localement libre de O n sur Cn 

... — y jN — y L n — > O n — >O n — > 
et du fait que N 3> n. □ 



Soient S, T des faisceaux cohérents sur C n . D'après la proposition 12.3. Il on a une suite exacte 
Ext^ n (£, T ® L n ) Ext^ (S, T ® L n ) Hom(Tor^ iv (£, O n ), T ® L") 

-^^Ext^(f,^"(8)L n ) 
On a donc d'après le lemme [5.3.11 un morphisme canonique fonctoriel 

Aer ■ Hom(£,.F) — > Ext 2 0n (S , F ® U l ) . 

D'après le corollaire I5.2.4[ FixtQ n (£, T ® L") est indépendant du choix de L. En utilisant 
la preuve dans [7] de la proposition 12.3.11 on montre aisément que A^jr est indépendant du 
plongement de C n dans Cn et est fonctoriel par rapport à £ et T. Les morphismes A^-jr sont 
donc entièrement déterminés par les classes 

X £ = Kesih) e Ext 2 0n (£,£ ®L n ). 



5.4. RÉSOLUTIONS PÉRIODIQUES 

On utilise comme dans 15.31 un plongement C n C Cn avec N ^> n. Soit £ un faisceau quasi 
localement libre sur C n . D'après la proposition 15 . 1 . Il il existe un fibré vectoriel V sur Cn et un 
morphisme surjectif <fi : V —>■ £ induisant un isomorphisme Vie — £\c- Soit U = ker(0). On a 
donc une suite exacte sur Cn '■ 

— >U — >V — >£ — >Q. 

Soient E = Y\c„, F = V\c n ■ H découle du lemme IB~. 1.21 et du fait que N ^ n que F est un fibré 
vectoriel sur C n , de même rang que E. En restreignant la suite exacte précédente à C n et en 
utilisant le lemme [5.3. Il on obtient la suite exacte sur C n 

— ► £®U l — >F — ► E — >£ — ► 0. 
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En utilisant la démonstration de la proposition 12.3.11 on montre aisément que l'élément de 
associé à la suite exacte précédente est Xg. On en déduit le 

5.4.1. Théorème : Soient S, T des faisceaux cohérents, avec S quasi localement libre. 

1 - La multiplication par Xg 

Hom(£, T) — > Sxt 2 0n (S, F)® L n 

est surjective. 

2 - Pour tout entier i > 1 la multiplication par Xe 

£x? 0n {£, T) — > £xt^(£ , T) ® L" 

est un isomorphisme. 

5.4.2. Corollaire : Soit £ un faisceau quasi localement libre sur C n . Alors £ est localement 
libre si et seulement si on a Xe = 0. 

5.4.3. Corollaire : Soient £, T des faisceaux cohérents, avec £ quasi localement libre. 

1 - La multiplication par Xg 

Ext£, n (£, T) — > Ext 3 0n (£, T ® L") 

est surjective. 

2 - Pour tout entier i > 2 la multiplication par Àg 

Ext* 0n (£, T) — Extgf(£, ^ ® L") 

es£ «n isomorphisme. 
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6. Familles de faisceaux quasi localement libres 

On considère dans ce chapitre une courbe multiple primitive C n de courbe réduite associée C. 
On utilise les notations de 12.11 



6.1. Étude locale des familles de faisceaux de type constant 

Soit Y une variété algébrique intègre de dimension d > 0. Soit s un entier tel que 1 < s < n. 
Soit U un ouvert non vide de Y x C n tel que la projection de U sur Y soit surjective. Soit 
£ un faisceau cohérent sur U, plat sur Y. On suppose que pour tout point fermé y <EY, £ y 
est de type (m\, . . . , m n ), avec m\ . . . , m y s indépendants de y, et que pour < % < s, Gi(£ y ) est 
localement libre sur C. 

On dit qu'un tel faisceau est une famille de faisceaux de type constant à l'ordre s sur des ouverts 
de C n (resp. sur C n si U — Y x C n ) paramétrée par Y. Si s = n on dit que £ est une famille 
de faisceaux quasi localement libres de type constant sur des ouverts de C n (resp. sur C n si 
U = Y x C n ) paramétrée par Y. 

On définit comme pour les faisceaux cohérents sur C n les filtrations canoniques de £, c'est-à-dire 
les sous-faisceaux £ h £W, 1 < i < n. 

Soient P = (y, x) un point fermé de F x C n , z G O nx une équation de C et I l'idéal de {y} x C n 
dans m = Y xc n ,p- 

6.1.1. Lemme : Le faisceau £\un(YxC) es t localement libre de rang m\ + • • • + m n . 

Démonstration. Cela découle du fait que pour tout point fermé P de Y x C, si irtp désigne 
l'idéal maximal de Oyxc„,p, la dimension du C-espace vectoriel £p (g) (Oy x c„,p/ m p) est 
mi + ■ • • + m n , et du fait que Y x C est réduite. □ 



On pose V = £\un(YxC)- 

6.1.2. Proposition : Soient Ti,...,7>. G / dont les images dans m/m 2 sont linéairement 
indépendantes. 

1 - Soit u G £p tel que zu G (ti, . . . , Tk)£p. Alors il existe v G (ri, . . . , Tfc)£p te/ çwe = zt> . 

# - Soi£ -u G (ri, . . . , T k )£ P tel que zu = 0. Alors on peut écrire u sous la forme 
u = TiW\ + • • • + r k Wk , avec Wi tels que zwi = 0. 

Démonstration. Les deux assertions se démontrent par récurrence sur k. Supposons d'abord 
que k = 1 et soit u G £p tel que zu G (r\)£p : zu = T\V. En des points P' = (y',x f ) voisins 
génériques de P, t± est inversible, donc v est divisible par z dans £' P . Il en découle que l'image 
de v dans Yp> (la fibre en P' du fibré vectoriel V) est nulle. Donc v est nul comme section 
locale de V. Donc v est multiple de z : v — zw. On a donc zu = z.Txw, ce qui démontre 1- 
pour k = 1. 
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Soit v G {ji)£p tel que zv = 0. Posons v = r±v. On a donc T\.zv = 0. Puisque £ est plat sur 
Y, la multiplication par t\ est injective. On a donc zv = 0, ce qui démontre 2- pour k — 1. 

Supposons que 1- soit vraie pour k — 1 > 1. Soit u E £p tel que zw G (r 1; . . . , r k )£ P . On con- 
sidère la sous-variété intègre d'un voisinage de P dans F, définie par l'équation r k = 0. Alors 
£\un(Y'xc„) est plat sur F'. D'après l'hypothèse de récurrence on peut écrire zu = zw + r d X, 
avec w G (r 1; . . . , Ta-i)£p, c'est-à-dire z(w — w) = r d \. En faisant le même raisonnement que 
dans le cas k = 1 on obtient que À est multiple de 2 : A = z[3. D'où zu = z{v + Td/3), et 
v + Ta/3 G (ri, . . . , Tk)£p, ce qui démontre 1-. 

Supposons que 2- soit vraie pour fc — 1 > 1. Soit u G (r 1; . . . , r fc )£p tel que zu = 0. On considère 

la courbe intègre Y' C Y définie au voisinage de y par les équations r 2 = • • • = r k = 0. Posons 

u = T\V\ + • • • + r k v k . Sur F' on a u = TiV±, et d'après le cas k = 1 on a 

£U i = mod(r 2 , . . . , rjt). D'après 1- on peut écrire zt>i = zw, avec w G (r 2 , . . . , Tjt)£p : 

w = t 2 w 2 H h T k w k . On a 

z(it - nOi - w)) = t 2 (v 2 + t x w 2 ) H h r fc (î; fc + * x «; fc ), 

et z(w — T\{v\ — w)) = . D'après l'hypothèse de récurrence, on peut écrire 

U - n(Vi - w) = T 2 S 2 H h T k S k , 

avec zsi = pour 2 < % < k, ce qui démontre 2-. □ 

6.1.3. Corollaire : Soit i un entier tel que 1 < i < s. 

1 - Pour tout point fermé y de Y , les morphismes canoniques 

{£i)y ~^ {£y)i, {£ )y ~~ > (£yY \ {^/^i)y ~^ £y/{£y)i 

sont des isomorphismes. 

2 - Les faisceaux £ i; £^\ £/£i sont plats sur Y, et £/£{ est une famille de faisceaux quasi 
localement libres de type constant à l'ordre s. Les faisceaux Gi(£), G^'(£) sont des fibres 
vectoriels sur Y x C . 

3 - Les degrés des faisceaux {£y)%, (£ y p l \ £ y /(£ y )i, Gi(£ y ), G^(£ y ) sont indépendants du point 
fermé y &Y . En particulier, si s = n, les faisceaux £ y sont de type complet constant (cf. \3.1.2\) . 

Démonstration. On montre d'abord que (£^) y ~ (£y)^ ■ Soit 9 : (S^') y — > (£ y )^ le mor- 
phisme canonique. Soient x G C un point fermé et P = (y,x). Soient u G [(£^)j/]x et m G £p^ 
au dessus de u. L'image v de u dans (£ y ) x est annulée par z, donc v G [(^)^^] x , et 9 x (u) = v. 

Montrons que 6 X est injectif. Supposons que 9 x (u) = 0. On a zv, = et v, G I£p. D'après la 
proposition 16.1.21 2-, on a v G I(£^)p, donc v — et 9 X est injectif. 

Montrons que 9 X est surjectif. Soit w G [(é^ 1 ^. On a donc zw = 0. Soit w G £p au dessus 
de w. On a zw G I£p. D'après la proposition 16.1.21 1-, il existe v G I£p tel que zw = zv. On 
a donc w — v G (£ ^)p, et si (3 G [(£^) y ]ai es t l'image de wJ — on a ^a:(/3) = w. Donc ^ est 
surjectif. 

L'isomorphisme [£j£\) y ~ £ y /(£ y )i se démontre de la même façon. L'isomorphisme 
(£i) y ~ (£ y )i se déduit aisément des deux précédents. 

On déduit de ce qui précède et de [H], exposé IV, cor. 5.7, que £\ est plat sur Y. 
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Les cas i > 1 se démontrent à partir du cas i — 1 par récurrence sur i. □ 



Le résultat suivant est une version relative de la proposition 15.1.11 : 

6.1.4. Corollaire : Soient X une variété algébrique affine intégre et £ une famille de fais- 
ceaux quasi localement libres de type constant sur C n paramétrée par X. Alors il existe un 
fibré vectoriel E sur X x C n et un morphisme surjectif E — > £ induisant un isomorphisme 

E|XxC — £\XxC ■ 

Démonstration. Analogue à la démonstration de la proposition 15.1. Il On utilise le fait que E\p 
est un fibré vectoriel sur X x C (d'après le corollaire 16. 1.3p . et que pour tout faisceau cohérent 
T sur X x C n on a H 2 (F) = {0} (cf. le début de la démonstration du théorème I2.5.ip . □ 

6.1.5. Théorème : Soit £ une famille de faisceaux quasi localement libres de type constant 
sur des ouverts de C n paramétrée par une variété intègre Y . Alors pour tout point fermé P de 
Y x C n il existe un voisinage V de P dans U tel que 

n 
i=l 

Démonstration. On procède par récurrence sur n, le résultat étant évident si n = 1 (car Y est 
intègre). Supposons que le résultat est vrai pour n — 1 > 1. On fait maintenant une récurrence 
sur m n . Si m n = le résultat est vrai car alors £ est concentré sur U fl (Y x C n _i). Supposons 
que m n > et que le résultat est vrai pour m n — 1. 

Posons P = (y, x). Pour tout ouvert V de Y x C n et tout y' G Y, on note V y > = V fl ({y'} x C n ). 
On peut supposer que U est affine, que £ y \u y — ®i=i m i^i\u y et Q ue £ = Pc„i^c) est un 
fibré en droites trivial sur Y x C n _i. Soit z G H°(C) une section engendrant C. Soient 
a G H°(£ y ) défini par un élément non nul de C m ™ et â G H°(£) un prolongement de a. Alors 
s = z n ~ x lj G H°(£ n ^i) . D'après le corollaire 16.1.31 £ n -\ est un fibré vectoriel sur F x C, et 
s\u y G H°((£y) n _i) ne s'annule en aucun point de U y . Soit V G Y x C l'ouvert des points où 
s ne s'annule pas. Soient y' G F, et W G K/ un ouvert tel que ~ ®™ = imiOi\w ■ Le mor- 
phisme a\w '■ O n \w — > £w induit une section de m n Oc qui ne s'annule en aucun point. Il en 
découle que 

coker(cr| W ) ~ f (J) niiO^w J © (m n - l)O n \ w . 

Il découle du corollaire 5.7 de [H], exposé IV que JF = coker(cF|y) est plat sur Y. C'est une 
famille de faisceaux quasi localement libres de type (mi, . . . , m n _i, m n — 1). D'après l'hypothèse 
de récurrence on peut, quitte à remplacer V par un voisinage plus petit de P, supposer que 

jr „ Ç^ m . p * c j 0i ) ]v \ @{m n -l)p* Cn {O nW )\ V . 
^ i=i ' 
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On a donc une suite exacte 

— O v — S v — > 

^ i=l ' 

Mais on montre aisément, en utilisant les résolutions localement libres habituelles des Oi sur 
C n , que Ext^^jF, CV) = {0} . On obtient donc finalement £\ v ~ ©™ =1 m i-V*cSPà\v ■ ^ 



6.1.6. Remarque : Le théorème 16.1.51 n'est pas vrai si on ne suppose pas que Y est réduite. 
Supposons par exemple que Y soit une courbe multiple primitive de multiplicité m > 0, de 
courbe réduite associée C On considère le faisceau £ = py(0' c ) sur Y x C n . C'est bien une 
famille plate de faisceau cohérents sur C n paramétrée par Y, on a £p — O n pour tout point 
fermé P de Y. Mais la conclusion du théorème 16.1.51 est fausse pour cette famille de faisceaux. 



6.1.7. Corollaire : Soient X une variété algébrique affine intègre et £ une famille de faisceaux 
quasi localement libres de type constant sur C n paramétrée par X . Soient x un point fermé de 
X . Alors le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaiira- Spencer de £ en x 

u x : TX X — > Extc, n (£ x , £ x ) 

est à valeurs dans le sous-espace H l (£nd(£ x )) de ExtQ n (£ x , £ x ) . 

Démonstration. Pour tout point q de C, la déformation de £( x , q ) induite par £ est triviale 
d'après la théorème 16.1.51 II en découle que l'application composée 

TX X — Ext^(£ x , £ x ) iJ (Ext^(^, £ x )) 

est nulle. Donc u x est à valeurs dans le noyau de l'application canonique 

Ext^(^,^) -> iJ°(Ext^(^,^)), 
qui est F 1 ^^)). □ 



6.2. Irréductibilité 

Soit V un ensemble de classes d'isomorphisme de faisceaux cohérents sur C n . On dit que V est 
irréductible si pour tous E , E\ e V il existe une famille plate £ de faisceaux cohérents sur C n 
paramétrée par une variété algébrique lisse irréductible S telle que pour tout point fermé s de 
S on ait £ s G V, et qu'il existe des points fermés sç>, s\ G S tels que £ SQ ~ E et £ Sl ~ E\. 

On peut faire une définition semblable concernant des morphismes de faisceaux cohérents sur 
C n . On dit que deux morphismes / : E —>■ F, /':£"—> i 7 " sont isomorphes s'il existe des 
isomorphismes e : E — > E' , : F — > F' tels que le carré 



4> 

f 

E'-^F' 
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soit commutatif. Soit S un ensemble de classes d'isomorphisme de morphismes de faisceaux 
cohérents sur C n . On dit que S est irréductible si pour tous / , fi dans S il existe des 
familles plates S, T de faisceaux cohérents sur C n paramétrées par une variété algébrique lisse 
irréductible S, et un morphisme 9 : S — > J 7 , tels que pour tout point fermé s de S* le morphisme 
9 s soit dans S, et qu'il existe des points fermés so, si de S 1 tels que So = / et 6* Sl = f\. 

n-1 

6.2.1. Théorème : Soient r, d, r , . . . , r n „ 1; d , . . . , G? n _i des entiers, avecr>^^Tj et 
rj > pour < î < n. 

1 - SoitV l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux quasi- localement libres sur C n de 
type complet ((r , . . . , r n _x), (do, • • • , d n -i)) T c / \3.1.2\) . Alors V est irréductible. 

2 - Soit S l'ensemble des classes d'isomorphisme de morphismes surjectifs E —>■ F, où E est 
un fibré vectoriel algébrique de rang r et de degré d sur C n et FeP. Alors S est irréductible. 

Démonstration. Elle comporte deux étapes. On montre d'abord que l'irréductibilité de V en- 
traine celle de S. Puis on démontre le théorème par récurrence sur n. 

Étape 1 

Supposons que V soit irréductible. 

Soient f : E — » F , f\ : Ei — > iq des morphismes de 5. Puisque P est irréductible il existe 
une famille plate de faisceaux quasi localement libres sur C n paramétrée par une variété 
algébrique lisse irréductible S, telle que pour tout point fermé s de S, T s soit dans V et qu'il 
existe des points fermés s , Si de S tels que JF S0 ~ F , J r Sl ~ iq. 

Soit O(l) un fibré en droites très ample sur C n . Si m > les fibrés Ej(m) sont engendrés par 
leurs sections. Il existe donc des morphismes surjectifs 

(pi : 0{-m) ® C r+1 — > Ei. 

Posons Dj = ker(0j), c'est un fibré en droites sur C n . On a Dj ~ det(Ej) -1 ® 0(—(r + l)m). 
Soit Ni le noyau du morphisme composé 

0(-m) ® C r+1 — E, — Fi . 

Montrons que h 1 (Ni ® ©r 1 ) = si m > 0. D' après la proposition 15.1.11 il existe un fibré 
vectoriel Fj sur C n et un morphisme surjectif 

at : Wi — > Fi 

induisant un isomorphisme Wqc — F^c- Soit A4 = ker(aj). Si m > on a 
ExtQ n (0(— m), Ai) = {0}, donc il existe un morphisme 

(3) Pi : 0(-m) ® C r+1 — ► F, ; 

tel que o fa = (pi, et fa est surjectif (d'après la proposition 13.1.91) . Soit 

n-1 

s = rg(Fj) = rg(Fi) = ^rj. 

3=0 
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Si m 3> 0, Fj(ra) est engendré par ses sections, et s + 1 parmi celles de ([3]) suffisent à l'engendrer. 
Il existe donc une suite exacte 







0(-m) ®C 



s+1 



F; 



0. 



où Bj est un fibre en droites sur C n , Bj ~ 
commutatif avec lignes et colonnes exactes 





det(Fj) 1 ® 0(—(s + l)m). On a un diagramme 




0{-m) <g> C s+1 



ker(A 



0(-m) ® C r 







O(-m) ® C 



0(-m) ® c r - 







r+1 



F, 



F, 







On a 



Dr 1 (-m) ~ det(Ei) ® 0{rm), M { ® Dr 1 ~ det(Ej) ® det(Fi)^ 1 ® £>((r - s)m), 

et r - s > 0, donc ^(©^(-m)) = h l (Mi ® IBr 1 ) = si m > 0. On a donc 

/i 1 (ker(/3j) (g) Dj" 1 ) = d'après la colonne exacte de gauche du diagramme précédent. On utilise 

maintenant la suite exacte 

— ► ker(A) — ► Ni — > ker(a;) — ► 0. 

Le faisceau ker(aj) ne dépend pas de m, donc /?, 1 (ker(a i ) ® ILD^ 1 ) = si m ^> 0, d'où 
fe 1 (iV i ®Dr 1 ) = o . 

On construit maintenant une famille de morphismes de S contenant fo et f\. On peut supposer 
que m est assez grand pour que h l {J : s {ra)) = pour tout s G S. 

Soit U la variété des morphismes surjectifs 

0{-m) ®C r+1 — 

s parcourant S 1 . C'est un ouvert d'un fibré vectoriel sur S (car h°(Ts{m)) est indépendant de 
s). Il existe un morphisme universel surjectif de fibrés sur U x C n 

p : p£„(0(-ro)) ® C+ 1 — » (tt x / Cn )*(^), 

(7r désignant la projection U ^ S). Soit A/" = ker(p), c'est une famille plate de faisceaux quasi 
localement libres sur C n paramétrée par U. 

Soit k = Deg(Dj) = -d - (r + l)mDeg(C(-l)). On utilise ici la variété A k (C n ) et le "fibré de 
Poincaré" V sur A k (C n ) x C n (cf. 12.6p . Soit V la variété des morphismes V y — > J\f u , y G A k (C n ), 
u G U, tels que le composé V y — > Af u C G (—m) £g> C r+1 soit un morphisme injectif de fibrés 
vectoriels, et que h}{T>~ x <g>J\f u ) = . C'est un ouvert d'un fibré vectoriel sur U x A k {C n ). 
On a un morphisme universel 
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Soit E = coker(0), c'est un fibre vectoriel sur V x C n . On a un morphisme canonique surjectif 

E — (r x Jcjm 

t désignant la suite de projections V — > U — > S. C'est la famille de morphismes de V contenant 
h et h- 

Étape 2 

On montre maintenant que si le théorème est vrai pour n — 1, c'est-à-dire sur C n , alors 5 est 
irréductible. Soient Fq, Fi G S. D'après la proposition 15 . 1 . Il il existe des fibrés vectoriels F; sur 
C n et des morphismes surjectifs : F; — > Fj induisant des isomorphismes Fj|c ~ Les 
faisceaux Mi = ker(0j) sont quasi localement libres de même type complet, d'après le corollaire 
15.1.51 et leur support est contenu dans G n -\. On considère maintenant les morphismes surjectifs 
de faisceaux sur C n _i, induits par les transposés des 0j 

D'après l'hypothèse de récurrence il existe des familles plates G, E de faisceaux cohérents sur 
C n _i paramétrées par une variété algébrique lisse irréductible S, et un morphisme surjectif 
7 : G — ► T tels que : 

- G est localement libre. 

- Les faisceaux JF S , s G S, sont de même type complet que A/" V , N"i . 

- Il existe des points fermés Sq, si G S tels que 7 So ~ go et j Sl ~ gri. 

D'après le théorème 12.5. Il il existe un prolongement de G en un fibré vectoriel E sur C n tel que 
E Si = F^. On considère maintenant le morphisme composé surjectif de faisceaux sur C n 

: E — -G^-7V V . 

Soit V = ker(O). C'est une famille plate de faisceaux quasi-localement libres sur C n de même 
type complet que F V ,F^ (d'après la remarque 15.1.3p . La famille contenant F ,Fi que l'on 
cherche est alors V v . □ 



6.3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide 

Soit E un faisceau cohérent quasi localement libre sur C n . Soient a = [-^p] et k — R{E) — an. 
On a donc R(E ) = an + k. On dit que E est de type rigide s'il est localement libre si k = 
et localement isomorphe à aO n © Ok si k > 0. Si k > cela revient dire que E est de type 
(mi, . . . , m n ), avec = si % ^ k, n et = ou 1. 



6.3.1. Proposition : Soient Y une variété algébrique intègre et T une famille plate de 
faisceaux cohérents sur C n paramétrée par Y . Alors l'ensemble des points y G F tels que E y 
soit quasi localement libre de type rigide est un ouvert de Y . 
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Démonstration. Soit R le rang généralisé des faisceaux £ y , R = an + k, avec a > 0, < k < n. 
On supposera que k > car le cas k = (où quasi localement libre de type rigide équivaut à 
localement libre) est bien connu. 

Soit y G Y tel que £ yo soit quasi localement libre de type rigide. On va montrer que £ y l'est 
aussi pour tout y dans un voisinage de yç>. 

Soient y G Y et P G C tels qu'il existe un morphisme surjectif : (a + l)O n p — > £ y p. On peut 
prolonger en un morphisme surjectif (a + l)Ou — > £\u, U désignant un voisinage convenable 
de (y, P). Les points (y, P) possédant cette propriété constituent donc un ouvert W de Y x C n . 

Posons M = £ y p. Soit 

M n = {0} C M n _! c • • • C Mi C M = M 

la première filtration canonique de M. Alors on a rg(M/Mi) > a + 1 , car dans le cas contraire 
on aurait R(M) < an. Puisque induit un morphisme surjectif ip : (a + 1)Ocp — > M/Mi , 
on a rg(M/Mi) = a + 1, et ^ est un isomorphisme. On a alors rg(Mj/Mj + i) = a + 1 pour 
< ï < et rg(Mj/M i+1 ) = a pour k < i < n. Puisque la multiplication par une équation de 
C induit des morphismes surjectifs M/M 1 Mj/M i+1 on a Mj/M i+1 ~ (a + l)(9 n p. Donc 
£ y p/(£ y p)k est un Cfcp-module libre. 

D'après le corollaire 16.1.31 en on point (y,P) de W, la fibre de (£\w)k n'est autre que (£ y p)k- 
Soit V CW l'ouvert constitué des points (y, P) tels que {£ y p)k soit un Cp n _ fc -module libre. 
Soit Z = (Y x C n )\V, et T sa projection sur Y, qui est une sous-variété fermée. L'ouvert Y\T 
est le voisinage recherché de yo- □ 

6.3.2. Déformations des faisceaux quasi localement libres de type rigide - Soit £ un faisceau 
cohérent sur C n . Soit (£ , S, Sq, e) une déformation semi-universelle de £ (cf. [27], [9] 3.1), donc 
£ est une famille plate de faisceaux cohérents sur C n paramétrée par S, so est un point fermé 
de S" et e : £ so ~ £. Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer 

est un isomorphisme. On pose 

D reg {£) = U £, so (^0 (^reg) ) • 

Si JF est une déformation de £ paramétrée par une variété algébrique réduite Y, et si T y ~ £ , 
l'image du morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer oj? y est contenue dans 
D reg {£). 

On dit que £ est lisse pour les déformations réduites si S reg est lisse en s . 
Si £ est un faisceau quasi localement libre de type rigide sur C n , on a 

D reg (£) C H l (£nd(£)) 
d'après la proposition 16.3.11 et le corollaire 16.1.71 



6.3.3. Théorème : Si £ est un faisceau quasi localement libre de type rigide générique, alors 
on a D reg (£) = H 1 {Snd{S)). 
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Démonstration. Par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai 
pour n — 1 > 1. On peut donc supposer que D reg (Si) = H 1 (Snd(Si)) sur C n _i. A partir 
d'une déformation complète de Si ( comme faisceau sur C n _i) on va construire une déformation 
complète de S en utilisant les résultats de 13.51 puis montrer que le morphisme de déformation 
infinitésimale de Kodaïra-Spencer de cette déformation en S a pour image H 1 (Snd(S)). 

On a une suite exacte 

— ► Kom{S\ c ,S {l) ) — ► Snd(S) — ► Snd{S 1 ) — ► 0, 

d'où on déduit la suivante 

(4) Ext^ c (£| C ,£ (1) ) — > H\Snd(S)) — > H\Snd(Si)) — ► 0. 

Soit T une famille plate de faisceaux quasi localement libres sur C n _i, de même type com- 
plet que Si, paramétrée par une variété intègre Y, telle qu'il existe y G Y tel que T VQ — Si 
et que l'image du morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra-Spencer ujj^^ soit 
H l (Snd(Si)). On peut supposer que h 1 (Snd(Si)) est minimal, donc h 1 (S nrf(jF^)) est constant 
au voisinage de yo. En remplaçant Y par un voisinage de yo on peut donc supposer que 

- h}-{£nd(J- y ) est indépendant de y G Y, 

- pour tout y G Y , l'image de uyr )V est H 1 (Snd(J r y ). 

Puisque S est quasi localement libre de type rigide on a T^(S) = ou bien c'est un fibré en 
droites, ce dernier cas ne pouvant se produire que si £\ est localement libre. Dans tous les cas 
on a des suites exactes 

(5) — > r<°> (S) — > S\ C — > S\\c ® L* — > 0, 

(6) o^(£i) (1) ^£ (1) ^r (0) (£)^o, 

d'après le corollaire 13. 1.81 et la proposition I3.1.4[ (iv). 

Etape 1 - Paramétrisation des restrictions à C des déformations de S 
On suppose que T^(S) ^ 0, soit d son degré. On peut supposer que 

dim c (Ext0 c (£i|c <8> L*, r (0) (£))) est minimal parmi les dim^Ext^jF^c ® L*,D)) , y G F, 
D G Pic d (C). Soit W l'ouvert des points (y, D) de Y x Pic d (C) tels que 
dimc(Ext0 c (J r ?/ | C ' <g> L*, D)) soit minimal. Soit W le fibré relatif 

W =Sxt 1 p târ{F\ C ®L*)J d {V)), 

p, p Y , Pd désignant les projections Y x Pic d (C) x C — > Y x Pic d (C) , Y x Pic d (C) — > Y, 
Y x Pic d (C) — > Pic d (C) respectivement, et P un fibré de Poincaré sur Pic d (C) x C. Il existe 
une extension universelle sur W x C 

p' d \V) V — p' Y \T\c ® £*) 0, 

p^, Py désignant les projections W — > Pic d {C), W — > Y respectivement. 

Si r(°>(£) = on prend W = F et V = T\c ® L*, p' Y désigne l'identité W -> F et l'identité 
V^p y (.F|c®L*). 

On note w le point de W correspondant à S (plus exactement correspondant à l'extension <^). 
On a py(^o) = Vo- 
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Étape 2 - Paramétrisation des déformations de S 

On peut supposer que dim c (Ext0 c (£|<7, (£1)^)) est minimal parmi les 

dimc(ExtQ c (V™, (Fy)^)) , w G W, y = p' Y (w). On peut supposer aussi que 

dirnc(Ext (£0, Si)) est minimal parmi les dimc(Exto (V^,^)). Soit U l'ouvert de W où ces 

deux dimensions sont minimales. On considère le fibre relatif 

U = Sxt^iV^'y^)), 

Pu désignant la projection U x C n — > U . On a un morphisme canonique 

r : U — > pu*{Hom(V ® L,p Y \f lc )) 
qui en w G U, y = p' Y (w), est le morphisme canonique 

ExtJ, n (V«,, T y ) Hom(V w ® L, T y \ c ) 

(cf. 13.5p . On a une section canonique de p' Y ^{T\c) induite par 9. Soit T C p Y \j-'\c) la sous- 
variété correspondante (isomorphe à U). 

La variété Z = r _1 (T) est un fibré en espaces affines. On a une extension universelle sur 

Z x C n 

— q Y (T) — > E — ► q v {V) — > 0, 
gy, <7t/ désignant les projections Z — > Y et Z — » [/ respectivement. Soient a G Z au dessus de 
w & U, et y — p' Y (w). Alors, sur {a} x C n , l'extension précédente est 

— > T y — > E a — > V w — > 

associée à a G Ext^, (V w ,J- y ). L'image de a dans H.om(V w ® L^T y \c) est W . 

On note z le point de Z correspondant à S (ou plus exactement à l'extension 
-> £ x -> £ -> £| C -> 0) . 

Etape 3 - Surjectivité de u>e,z 
On a un diagramme commutatif 

H\Snd(S)) H\Snd{Si)) 
Il en découle que p^E, eo es t surjectif. Il reste à voir que le morphisme induit par ^ eo 

z/ : ker (Tqy) — ► ker(p) 

est surjectif. 

Supposons d'abord que T^°\S) = 0. Dans ce cas on a 

ker(Tg y ) = Ext^c 

et un morphisme surjectif 

Ex£ (£| C ,£ (1) )— ker(p) 
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d'après (jl]). Il suffit donc de montrer que le diagramme 

Extk (£|c,£ (1) ) c -T eo Z 

ExtJ, c (f, c ,f «) — — H l {£nd{£)) 
est commutatif. Ce sera fait dans l'étape 4. 

Supposons maintenant que T^\S) ^ 0. Soient A = p' Y 1 (yo) C W et wo G A correspondant 
à £\c (on a donc p' Y (wo) = yo). 

Soit 

/? : Extk c (£| C , Ext^(f| C , 50 — ~ ker(p) 

le morphisme composé (cf. (jl])). D'après la suite exacte Q on a un morphisme surjectif 

i> : Ext^(5| C ,r(°)(5)) -^ker(p)/im(/3). 

Si (5, S 1 , Sq, e) est une déformation semi- universelle de 5, on a, en considérant le fibre en droites 
T(°'(£) sur 5xC (cf. corollaire 16.1.31) un morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra- 
Spencer 

E^ 0n (£,£) — > Ext^(r(°)(5),r(°)(5)) 

qui s'annule sur im(/3). On obtient donc un morphisme canonique 

u : ker(p)/im(/5) — Ext^ ^), T^)). 

On a des suites exactes 

. Ext^ c (5| C , (50 (1) ) — - ker(Tç y ) = T a {q Y \y Q )) - T WQ A > 0, 

o — Ext^(5nc ® r, r^(5)) — t wo a — Ext^(r(°)(5), r<°>(£)) — o, 

et comme dans le cas r(°)(5) = un dia gramme commutatif 
(7) Ext^ c (£|c, (50 (1) ) — ker(Tgy) 

Ext^(5| C ,(50 (1) )— ker(p). 
Il suffit donc de montrer la surjectivité du morphisme 6 : T W0 A — > ker(p)/ im(/3) induit par 

On a un diagramme commutatif 

Ext* (£ MC ®L*,r(°\£)y *T WQ A Ext* (T^(£), r<°)(£)) 




ker(p)/ im(/5) 

Ext^^noo^.rw^)) — Ext^(5| C ,r( )(5))^Ext^(r( )(5) ) r(°)(5)) 
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(voir étape 4). La surjectivité de 6 en découle aisément. 
Etape 4 - Commutativité des diagrammes 

On ne démontrera que la commutativité du diagramme (0), les autres cas étant analogues. Rap- 
pelons que z G Ext 1 (£|c, £i) désigne l'élément associé à l'extension — > £\ — > £ — > £|c — » 0. 
Soit 

a G Ext^ c (^| C , (^)«) C Ebrt^ficfi). 
Soit la famille plate de faisceaux quasi localement libres sur C n paramétrée par C définie par : 
pour tout A G C, — » £\ — » Ç/> — » £|c - ► est l'extension associée à zo + Aa. On considère le 
morphisme de déformation infinitésimale de Koadaïra- Spencer de cette famille en A = : 

ug fi : C — ► H\£nd(£)). 

Il suffît de montrer que ug^il) est égal à l'image de a dans H°(£nd(£)). On utilisera 
les résultats de 12.41 Soient : spec(C[i]/(£ 2 )) — > C le morphisme induit par le quotient 
C[t] -> C[t]/(t 2 ) et 7T : spec(C[t]/(t 2 )) x C„ -> C n la projection. Alors le faisceau tt*(0 s (£)) 
est une extension de £ par lui-même, et ug t o(l) n'est autre que l'élément de Ext@ n (£, £) associé 
à cette extension, (cf. [9], 3-). 

Il existe un recouvrement ouvert (Ui) de C tel que a soit représenté par un cocycle (<%), 
otij : £\c\Uij —>■ (£i)\Ui-- D'après la proposition 12.4.31 G\ est obtenu en recollant les £\u i3 au 
moyen des automorphismes I + Xr^ de £\u ip Ty étant le composé 

£ \Ua — **- s \c\u tj — ^ c * ^i|Oii C *■ %r 

Donc est obtenu en recollant les 7T*(£ )|Cxt/ y au moyen des automorphismes I + tTij (avec 
t = Ic)- H en découle que 7r*(0"(£?)) est obtenu en recollant les (£©£)|rv au m °yen des 

automorphismes ^ a ^J. D'après la proposition 12.4.31 l'élément de ExtQ n (£,£) associé à 
l'extension de £ par lui-même obtenue ainsi n'est autre que l'image de a. □ 



6.3.4. Corollaire : Si £ est un faisceau quasi localement libre de type rigide tel que 
dimc(£nd(£)) soit minimal, c'est à-dire soit tel que pour tout faisceau quasi localement li- 
bre T de même type complet que £ on ait dinic(£ nd(J-)) < dim<c(£ 'nd(£)) , alors on a 
D re g{£) = H 1 (£nd(£)) , et £ est lisse pour les déformations réduites. 

Démonstration. Soit d = dim c (£ nd(£)). Soit (£,S,s ,e) une déformation semi-universelle de 
£. Alors, si £ est générique, d'après le théorème 16.3.31 l'espace tangent de S reg en s est 
H 1 (£nd(£)) et S est lisse en sq. Donc dans tous les cas la dimension de S reg est aussi égale à d. 
Puisque l'espace tangent T So S reg est de dimension au moins d et est contenu dans ^(Sndfë)), 
il lui est égal et le corollaire 16.3.41 en découle. □ 
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6.4. Faisceaux quasi localement libres de type rigide stables 

La notion de (semi-)stabilité des faisceaux cohérents sur C n est indépendante du choix d'un 
fibré en droites ample sur C n (cf. [7J). Un faisceau cohérent £ sur C n est dit semi-stable (resp. 
stable) s'il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre T C £ on a /i(^ r ) < fi(£) (resp. 

MPO </*(£))■ 

Soient R, d des entiers, avec R>1. On note A4(R,d) la variété de modules des faisceaux 
stables de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C n (cf. [22], [23], [26]). On supposera 
que deg(L) < 0, car dans le cas contraire les seuls faisceaux sans torsion stables sur C n sont les 
fibrés vectoriels stables sur C. 

Soit £ un faisceau quasi localement libre de type rigide. Il existe donc des entiers 
a = a(£), k = k(£) tels que a, k > 0, k < n, et que £ soit localement isomorphe à aO n © O k ■ 
Posons 

E = £ ]c , F = G k (£)®L- k . 
Alors on a rg(E) = a + 1 , rg(F) = a), et 

(G (£), G?i(5), . . . , G n _i(£)) = (E,E®L,...,E® L k ~\ F®L k ,... } F® U 1 ' 1 ) . 

Donc 

Deg(£) = fcdeg(£) + (n-A;)deg(F) + - l)a + - 1)) deg(L)/2 . 

Posons 5 = S(£) = deg(F), e) = e(£) = deg(E) . D'après la proposition 16.3.11 les déformations 
de £ sont des faisceaux quasi localement libres de type rigide, et d'après le corollaire 16.1.31 
a{£), k(£), ô(£) et e(£) sont aussi invariants par déformation. Soient 

R = an + k , D = ke + (n - h) 5 + (n - k) deg(F) + (n(n - l)a + k(k - 1)) deg(L) /2 . 

Les faisceaux quasi localement libres de type rigide stables T tels que a{T} = a, k{J-) = k, 
5 (F) = ô, e(jF) = e constituent donc un ouvert de A4(R, d), noté Af(a, k, ô, e). 

6.4.1. Proposition : La variété M (a, k,5,e) est irréductible, et la sous-variété réduite sous- 
jacente J\f(a, k, ô, e) re d est lisse. Si cette variété est non vide, on a 

dim{Àf(a,k,ô,e)) = 1- ~ ^ a 2 + k(n- l)a+ ^ ~ — ) deg(L) + (g - l){na 2 + k(2a + 1)) 

(g désignant le genre de C). Pour tout faisceau T de J\f(a,k,5,e) re( t, l'espace tangent de 
J\f(a,k,S,e) re( i en T est canoniquement isomorphe à H l (£nd(T)) . 

Démonstration. Cela découle du fait que tout faisceau stable sur C n est simple, du corollaire 
16.3.41 et de la proposition 13.4.41 □ 
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